10S PM — Mardi 4 avril 2023 Nom & prénom :
Théorie des nombres — TE 793R

Probléme 1 (4 points)
Soit a, b et ¢ € Z.

Démontrer que si a|b et que a| ¢, alors al (b + ¢).

Probléme 2 (4 points)
Montrer que le reste de la division euclidienne par 8 du carré de tout nombre impair est 1.

Probléme 3 (4 points)
Montrer qu’il existe n € N tel que n? +n + 41 n’est pas un nombre premier.

Probléme 4 (4 points)
Trouver une série de 51 nombres consécutifs dont aucun n’est premier.
Probléme 5 (4 points)
a) Trouver le reste de la division par 10 du nombre 555554
b) Calculer 107-109-111-113 (mod 110).
c¢) Calculer 2015 - 2016 - 2017 (mod 2014).
d) Calculer 207"  (mod 210).
e) Calculer 1024'°**  (mod 2).
f) Déterminer le reste de la division euclidienne de 20242°%* par 23.

Probléme 6 (4 points)
Montrer que si p est un nombre premier strictement supérieur a 5, alors (p — 1)? divise p!.

Probléme 7 (4 points)
Démontrer que pour tout entier naturel n, le nombre 2" + 2"t est divisible par 3.

Probléme 8 (4 points)
Montrer que pour tout n € N, n® — n est divisible par 5.

Probléme 9 (4 points)
Montrer que 67% — 1 est un multiple de 11.
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Probléme 1 (4 points)
Soit a, b et ¢ € Z.

Démontrer que si a| b et que a|c, alors a| (b+ ¢).

S alh, dexcte Ke Z &l que ak=b.
Qe R\C' (l QK"S"'[Q. Kzé 2 bﬂe Que &'Kz_:c )
Awe, bte= &K+l = 2 (K+K) .
rpogovu K= KI + K‘L- Oun & a Y = L) -+ . Dene alth’f‘C‘)

Probléme 2 (4 points)

Montrer que le reste de la division euclidienne par 8 du carré de tout nombre impair est 1.

Sl KeZ IR s(u‘l' wmontrer que
Let4) =4 (med3)

(Ckiq) = &rP+4H+1 = 46(K+44) + 1

Voo ot K & 2z, ¢t K, Soit K41 et pacr . Dovne
KlK+) ot paxr . Aose & K [(Ht4) et om multple do 8.
On & LK(KH) = O (wod 3) ef (2« -(-4)2-:.-'4 (wod 3)

Probléme 3 (4 points)

Montrer qu’il existe n € N tel que n* + n + 41 n’est pas un nombre premier.

|€ Su{-k-'*\* do A\O\'&L‘T n= 44 v 4
b %+l = W (Wtdatd) = w43
Done W eld+ 44 = &t 43 qoc wlot pas prewmver.



Probléme 4 (4 points)
Trouver une série de 51 nombres consécutifs dont aucun n’est premier.

Posns A = 52! +1.

les vowbves o ) o ot ST ne dowt bas prewier.
Bn el ot 42K &S1 Mo 24%M2 52

521
A+ = 2]+ (Kea) = () (e + ‘)
|
Cowmme 9 LKt £52, Lo wowbre iil ot L nowbre
ke, B L4 K Weot Pl om newyre preurer .

Probléme 5 (4 points)

a) Trouver le reste de la division par 10 du nombre 55555,
b) Calculer 107 -109-111-113 (mod 110).
¢) Calculer 20152016 - 2017  (mod 2014).
d) Calculer 207" (mod 210).
) Calculer 10249 (mod 2).

e
f) Déterminer le reste de la division euclidienne de 2024%* par 23.

g 5555 =z 5 (mod )
51 = 5 (med 10)

B Aot 0 M43 = (—3)-(-1)-4-3 9 fuod 410)

) 2015 - tof6- 2013 = 1.9.3 = & (wmod 201%)

q) 061" = L—-B)qg = (_3)L‘. [pb)t‘. (_..3)"!. (~-3)
()¢ = 3 (med 210)

) =y (med 240)
(-3 = 6564 = 51 (wod 240

3= 3451 = W = 4d (wed 240)
201% =z _4% = —3 = 2067 (wod 240)




e) 4024 = o (wed2)

D g™ 2 0% = 0 (wed 23)
3 23 = 202%]

Probléme 6 (4 points)
Montrer que si p est un nombre premier strictement supérieur a 5, alors (p — 1)? divise p!.

(b5, prwier) = 9-4) ‘ p)
D) pl= 4-2-...-(})—4){0 = (P’1) \ ?]

2) Tlewtron que -1 /4-2-...-@-27\3

p—4 et ov vewbr palr avec p-1 z 6
p-t ok pay pewir . La deowparhn o p-1 eh
composee (s nombres  daw  deuseudle {z, 3,4, ..., p—z}.
Boass P | 420 (pre) . ‘ )
N4 1) mewtrent qoe -0~ 1P

Probléme 7 (4 points)
Démontrer que pour tout entier naturel n, le nombre 2" + 2" est divisible par 3.

2“ + Q_“'M = 2“(41- Z) = 3. 2" .
Dene 3 lln't 2‘”1



Probléme 8 (4 points)
Montrer que pour tout n € N, n® — n est divisible par 5.

0% v = o (nt=e) = a0 ) = [h = Ot 1) W)

) n= 9% sy W-1 et divigible por 5
2160 n= 5K+, alors n-1 oot divigchle por 5, et W -4 oF

Aiviseh\e ar S . ) ) i )
) S h= SK+2, alory W% 4= (BHA2) £4 = 25K 1200+5
= 5(5K F4K«) ot divedle por &, et WS- ot

divigehle var S . o Ry (5\&*3)2*4 — 202 420K £ 4D
1& Sgh:EK*gl o) -
- (5K 6K~ 2)u\~ diviecbla por &, et 1”4 of

5\(}:}&?& ;a\‘:\f‘—t-. Rl n= SECES = 5(k4) @l dioisdle
par 5 ¢k W- 4 et divrsible par S

ey 5 Vv\ovf\ revt D Y\';rduak‘*

Probléme 9 (4 points)
Montrer que 67%° — 1 est un multiple de 11.

éq_gs = 4% = 4 [_\MDA 44)

a¥® =z 4-414 =0 (wd i) |
Do 6374 ot v welkple A M



