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Consolidation

0.1 Priorités des opérations et regle des signes

Dans un calcul avec plusieurs opérations, certaines opérations ont priorité sur d’autres:

nous calculons l'intérieur des parentheses;

)

2°) nous calculons les puissances;
) nous calculons les multiplications et les divisions;
)

nous calculons les additions et les soustractions.

Exemples

a) 3+4-8=3+32=35

b) 48+12+4=4+4=1

c) (14—3)2—-7-3*=112-63 =121 — 63 = 58

Regle des signes

La regle des signe s’applique dans les multiplications, les divisions et dans les simplifica-
tions de parentheses.

La regle se résume ainsi:

plus par plus donne plus
plus par moins donne moins
moins par plus donne moins
moins par moins donne plus

L1l
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0.2 Factorisation

La factorisation est 'opération inverse d’effectuer. Le but est de transformer un polynome
en un produit de polynomes. On utilise les méthodes suivantes (qui sont parfois utilisées
I'une apres 'autre):

la mise en évidence;

les identités remarquables;

la méthode du trinome unitaire de degré 2;

les groupements;

la division polynomiale.

Les deux dernieres méthodes seront étudiées au cours de cette année.

Mise en évidence

La mise en évidence consiste a chercher le plus grand diviseur commun de tous les coeffi-
cients du polynome et les différentes lettres en commun de toutes les parties littérales du
polynome.

Exemple:

—1223y3 + da*y* = 4oy (=3 + y)
Les identités remarquables

On utilise 'une des égalités suivantes:

a®+ 2ab +b? = (a +b)?

a® — 2ab +b* = (a — b)?
a?—b* = (a+b)(a—0)

a® + 3a*b + 3ab* + bv* = (a + b)3
a® — 3a*b + 3ab* — b* = (a — )3
a®+b* = (a+b)(a* — ab+b?)
a® — b = (a—b)(a® + ab + V?)

Attention: a? + b? ne se factorise pas !

Exemple:

5x% — 45 = 5(2? — 9) = 5(x — 3)(z + 3)

Méthode du trindme unitaire de degré 2: 2 + bx + ¢

On cherche deux nombre dont le produit est égal au terme constant (c) et dont la somme
est égale au coefficient des = (b).

Exemple:
72 — 142 — 105 = 7(2* — 20 — 15) = 7(x — 5)(z + 3)
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0.3 Le calcul avec les nombres rationnels

La fraction ¢ désigne un nombre rationnel qui est égal a la division de a par b.
b g q g p

— a est appelé le numérateur
— — est la barre de fraction
— b est appelé le dénominateur

Dans les exercices, les réponses sont exprimées en fractions irréductibles.

Multiplication de fractions

Pour la multiplication de fractions, on procede de la maniere suivante:

- on simplifie le calcul: on divise si c¢’est possible un numérateur et un dénominateur par
un diviseur commun;

- on multiplie les numérateurs entre eux et les dénominateurs entre eux;

- on vérifie que la réponse est irréductible.

Division de deux fractions

Pour la division de deux fractions, on procede de la maniere suivante:
- on transforme la division par une multiplication et on inverse la deuxieme fraction;
- on procede de la méme maniere que pour une multiplication.

Addition de fractions

Pour I'addition de fractions, on procede de la maniere suivante:

- on cherche un dénominateur commun des fractions et on amplifie les fractions pour
obtenir des fractions semblables;

- on additionne les numérateurs des fractions semblables et on garde le méme dénominateur
commun;

- on simplifie la réponse (si c’est possible) pour avoir une fraction irréductible.

Soustraction de fractions

On procede de la méme maniere que pour l'addition, sauf qu’au lieu d’additionner les
numérateurs des fractions semblables on les soustrait.

Code décimal périodique

Un nombre exprimé en code décimal périodique est un nombre rationnel, il peut donc étre
représenté par une fraction.

Pour retrouver cette fraction, on procéde de la maniere suivante:

- on multiplie le nombre par 10" (avec n le nombre de chiffres de la période);

- on soustrait le nombre du résultat précédent: c’est le numérateur de la fraction cherchée;
le dénominateur étant 10" — 1 (si le numérateur n’est pas un nombre entier, on amplifiera
la fraction par une puissance de 10);

- on simplifie la réponse (si c¢’est possible) pour avoir une fraction irréductible.
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0.4 Puissances a exposants entiers

Si n est un entier positif, alors a™ représente le produit d'un nombre réel a par lui-méme
n fois:

a"=g-a-a-a-...-aq a€RetneN
TV
n facteurs a

a™ est la puissance n-ieme de a; n est appelé Pexposant et le nombre réel a la base.

Rappel:

1
a"t=— sta##0

Regles de calculs:

Soit a et b deux nombre réels, b non nul, p et ¢ deux entiers, on a:

1) a?-a? = aPte
2) (a¥)" = a7

3) (a-b)P =aP-bP

b) W
5) a_p — ap_q — 1
ad ad—P

Isc, Burier page 5
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0.5 Echelles et pentes

Définition:
La pente est égale au quotient suivant:

dénivellation

ente =
p distance horizontale

Remarque:

L’échelle d’une carte indique le rapport entre les distances sur la carte et les distances
réelles; une carte au 1:25’000 signifie que les distances sur la carte sont 25’000 fois plus
petites que la réalité.

0.6 Intéréts

Les intéréts d’un capital (somme d’argent) dépendent du capital, du taux d’intérét et du
nombre de jours ot le capital est placé (on compte 30 jours pour chaque mois et donc 360
jours pour I'année).

i =intéréts  C = capital t = taux (en %) n = nombre de jours
. C-t-n
= —
100 - 360

On peut en déduire:

~i-100 - 360 ,_ i-100 - 360

- 100 - 360
C= n = O

t-n C-n N C-t

Isc, Burier page 6
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1 Fonctions

1.1 Premieres notions

Ensembles des nombres

N ={0;1;2;3;4;...} est I'ensemble des entiers naturels

Si on ajoute * a un ensemble, alors on enleve le zéro a notre ensemble:
N* = {1;2;3;4;...} est 'ensemble des entiers naturels non nuls

Z=A...;—4;,-3;-2;—1;0;1;2;3;4; ...} est 'ensemble des entiers relatifs
Q = {}la € Z,b € Z*} est I'ensemble des nombres rationnels

R est I’ensemble des nombre réels

Les nombres qui se trouvent dans R mais pas dans Q sont des nombres irrationnels (,

V2, ...
R, est I'ensemble des nombre réels positifs et R_ celui des nombres réels négatifs
@ est Pensemble vide, également noté {}

On peut définir un ensemble en énumérant ses éléments ou en donnant une condition
d’appartenance:

A={4;56; TtouA={r eN4d <z <7}
Intervalles dans R

{z e R| =5 <z <8} =[-5; 8] (intervalle fermé)
{z e R| =9 <z <3} =] —09; 3| (intervalle ouvert)
{z e R|b <z < 12} =]5; 12]

{z € Rlz > 3} =]3; 4o

{z eRlz < =T} =] — o0; —T]

On peut aussi donner un intervalle a ’aide d'une différence de deux ensembles qui s’appelle
un intervalle complémentaire: | — oo; —3] U [4; +oo[=R—] — 3; 4]

Isc, Burier page 7
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Fonctions
Une fonction f est une relation entre deux ensembles, le domaine de définition ED(f)

(ou ensemble des préimages) et ’ensemble des images F.
A chaque élément du domaine de définition correspond au plus une image.

Il est facile de vérifier si une relation est bien une fonction. Une droite verticale balayant
le plan de gauche a droite doit partout croiser le graphe au plus une fois (zéro ou une
fois).

Exemples:

f: N N

— .
f est une fonction
r — 2x-+1

a)

g: N — N

or — 1 g n’est pas une fonction

Isc, Burier page 8
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Ensemble de définition

Le domaine de définition ED(f) est ’ensemble des nombres qui ont une image dans F
(éléments pour lesquels la fonction f a un sens).

On utilise souvent y pour désigner I'image et x pour la préimage. On dit alors que y est
fonction de x et on note plus généralement y = f(x).

Une fonction f est bijective si tout y de E possede une unique préimage = dans ED(f).

Si f est une bijection de ED(f) vers E, il existe une fonction réciproque de E vers ED(f),
notée "f, telle que x = "f(y) < y = f(x).

On peut dessiner une fonction connaissant sa réciproque en effectuant une symétrie d’axe
Y=
Exemple: f(z) =2z+4 "fx) =

-2

Isc, Burier page 9
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Une fonction f est paire si f(x) = f(—z).

Par exemple f(x) = 2? est une fonction paire, car f(—z) = (—x)? = 2? = f(x).
Sur le graphe d’une fonction paire, I’axe Oy est un axe de symétrie du graphe.
Une fonction f est impaire si f(x) = —f(—x).

Ainsi, f(z) = z3 est une fonction impaire, car —f(—z) = —(—z)® = 23 = f(z).

Sur le graphe d'une fonction impaire, I’origine est le centre de symétrie centrale du graphe.
Autrement dit, en tournant le graphe de 180° autour de l'origine, on retrouve le méme
graphe.

Attention ! ”Impair” n’est pas le contraire de "pair”. La plupart du temps, une fonction
n’est ni paire ni impaire.

On peut aussi composer deux fonctions, c’est a dire qu’on les utilise I'une apres l'autre:

La composée de f et g (on applique d’abord f et ensuite g) est la fonction go f définie par:

(go f)(x) =g (f(x)) ED(go [) ={x € ED(f)|f(x) € ED(g)}

Exemple:
fa) =212 ED()=R-{2)
gr)="22 BD@g) =
v+3 . Bu-5
alors g o f(v) = g (f(2)) = L2 = L2 :5(5;3” ED(go f) =R —{-3;2}
r—2 r—2

Remarque: si f est une bijection, alorson a (fo”"f)(z) = ("fo f)(z) =z .

Isc, Burier page 10
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2 Fonctions du 1°" degré

2.1 Equations et inéquations du 1 degré

Une équation (inéquation) est une égalité (inégalité) entre deux fonctions. Pour résoudre
une équation ou une inéquation de degré 1, on utilise les principes d’équivalences:

- on peut additionner (soustraire) des monomes identiques aux membres de gauche et de
droite;
- on peut multiplier (diviser) les membres de gauche et de droite par un méme nombre.

Attention: lorsqu’on multiplie (divise) par un nombre négatif les membres de gauche et
de droite dans une inéquation, il faut changer le sens de I'inégalité. De méme, si on in-
tervertit les membres de gauche et de droite, le sens de I'inégalité doit étre changé.

a) 15 > —6 = —5 < 2 (on a divisé par —3)
b) —4x +5 < 17 = —dr<l12 = x> —3 =  S=]-3; 409
c) 6>x = r<6 = S =] — o0; 6]

Remarque: '’ensemble des solutions d'une inéquation dans R sont des intervalles !

2.2 Systemes d’équations du 1" degré

Pour résoudre des systemes d’équations de degré 1, on utilise principalement deux méthodes:
les combinaisons linéaires ou la substitution.

Exemples:
) 3v+4dy = —6 N 6x + 8y = —12
—2z 45y = —19 —6x + 15y = —57
—6 412
S={(2; -3)} Vérifications: { 9945 (3)— 4 15— 190

Isc, Burier page 11
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s ty=3 2
b){3920—y=11 ~ y=3-3%
3r—3+35 =11 = 6r — 6 +x =22 = Trx =28
r =4 = y=3-2=1
4
o 141=24+1=-3
— {(4- 4 : 2
S={(4 1)} Vérifications: { 3. 44 —1)=12-1=11

2.3 Systemes d’inéquations du 1 degré

Pour résoudre des systemes d’inéquations de degré 1 a 1 inconnue, on cherche I'intervalle
des solutions de chaque inéquation et on calcule I'intersection de ces intervalles.

Exemple:
—br +6>—11 N —bxr > —17
r—8>—17 z > -9
v< i |—c0; 1
5 ' 5
{ r > -9 = [—9; +oo]
5= [ %]
2.4 Droite

Une fonction du premier degré est représentée graphiquement par une droite, caractérisée
par sa pente et son ordonnée a l’origine.

Expression générale d'une fonction de degré 1:

flx)y=mz+h
A
4.
Ay
6 -4 -2 2 4 6 8 10
92
—4

dénivellation Ay

m désigne la pente et se calcule avec le rapport suivant: — , =
distance horizontale  Ax

h désigne 'ordonnée a 'origine (valeur de la fonction lorsque x = 0)

Isc, Burier page 12
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1
Dans notre exemple, la pente m = 3 et 'ordonnée a l'origine h = 2. Par conséquent la

fonction est donnée par :

1
fla) =3z +2
3
Remarques:
a) Si h # 0, la fonction est affine, elle ne passe pas par le point (0; 0).

o

)

) Si h =0, la fonction est linéaire, elle passe par le point (0; 0).

c) Si m = 0 la fonction est constante (droite parallele a 1’axe des abscisse).
d)

La pente est positive si la droite monte dans le sens de la lecture (de gauche a droite)
et négative si elle descend dans le sens de la lecture.

e) Deux droites paralléles ont la méme pente.

f) Deux droites sont perpendiculaires si la pente de ['une est I'inverse de 'opposé de la
pente de 'autre.

2.5 Droite passant par deux points

On peut déterminer algébriquement la fonction f(x) = max + h associée a une droite
passant par deux points.

Exemple: déterminer la fonction associée a la droite passant par les points:

A(~4; 6)  B(5; —3).

A est sur la droite: —4m +h =6

- B —4Am+h =6
B est sur la droite: bm +h = —3 = { 5m+h=—3
dm — h = —6
S h— —3 = 9m = -9 = m=—1
= h=6-4=2 = flx) =~z +2

Isc, Burier page 13
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3 Fonctions du 2°¢ degré

3.1 Equations du 2¢ degré

La forme générale d’une fonction de degré 2 est f(z) = ax® + bx + ¢ (avec a # 0), elle
est associée graphiquement a une parabole. Chercher les zéros d’une fonction de degré 2
revient a résoudre:

az® +br +c=0

Il existe deux méthodes distinctes pour résoudre une équation de degré 2: la factorisation
ou la méthode générale.

Méthode générale: az? +bxr +c=0
On calcule tout d’abord le discriminant: A = b? — 4ac
Le nombre de solution dépend de la valeur du discriminant.

Si A > 0, I"équation possede deux solutions distinctes (la parabole associée coupe 1'axe
b+ VA ‘ —b— VA

des abscisses en deux points): 3 = 9 =
2a 2a

Si A = 0, 'équation possede une seule solution (la parabole associée est tangente a 1'axe

des abscisses): © = —
2a

Si A < 0, I’équation ne possede aucune solution; dans ce cas la parabole associée a
I’équation ne coupe pas 'axe des abscisses.

Remarque:

toute équation az? + bxr + ¢ = 0 peut s’exprimer sous la forme a(x — h)?> + k = 0 avec
__ b _ A

h = ~ % et k = ~1a

Graphiquement le point S(h; k) est le sommet de la parabole associée a la fonction

axr?® + bx + c.

Dans ce cas, on peut résoudre ’équation de la maniere suivante:
( *+k=0

(2 =k
(x—h)?=-~ (si —£>0)

a(x — h)
a(x — h)

T —h=d24,/-"

a

Exemple:
Yz —1)2-25=0 = 9x—-12=25 =

(
_ 5 _ 5 _ 2.8

Isc, Burier page 14
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3.2 Factorisation

La fonction de degré 2, f(z) = az? + bz + ¢, peut se factoriser & I'aide de ses zéros.
Si A > 0, f possede deux zéros « et [:
f(x) = alz —a)(z - j)
Si A =0, f possede un seul zéro a:
fl@) = a(z - a)’

Si A < 0, f ne possede pas de zéro et on ne peut pas la décomposer dans R en un produit
de deux facteurs de degré 1.

Exemples:
a) f(z) =32%+4x — 4 A=164+48=64>0
448 2 —4 -8
[L‘l = = — [L‘Q = = —2
6 3 6

o) = <x— %) (2+2) = (32— 2)(x +2)

b) g(z) = 2% — 19z + 84 A =361—-336=25>0
19+5 19-5
e
g(z) = (x = 12)(z = 7)
¢) h(z) = —522 — 10z — 5 A =100 — 100 = 0
10
rT=——=—1
—10

h(z) = —5(x + 1)?
d) i(z) = T2* — 22 +5 A=4-70=-66 <0

i(x) ne se factorise pas dans R

Isc, Burier page 15
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3.3 Parabole et fonction du 2¢ degré

On peut déterminer une fonction de degré 2 a I'aide de son graphe; il suffit de connaitre
les coordonnées du sommet et d'un point de la parabole associée ou bien les coordonnées
de trois points de la parabole associée.

Exemples:
a)
C(2;5)
A(0;3) 3
2.
1 B(1;1)
—2 -1 12 3 4 5

f(z) = ax? + bz + ¢ dont le graphe est une parabole T

AeTl
BeTl
Cerl

a+b=-2
4a +2b =2
—2a—2b=4
da +2b =2

=a=3
= b= -5

= f(x) =32* -5z +3

Isc, Burier
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f(x) = a(x — h)?> + k avec les coordonnées du sommet, S(h; k)

f(z) =a(x+1)(x —2) car z = —1 et x = 2 sont les zéros de la parabole

b)
\
5\g A(4:5)
4.
3.
2 §
1 §
‘-1_1 ] 4 5’
9|
3]
—4 S(2;+3)
= |
=h=2etk=-3
= f(z)=a(z —2)> -3
A appartient a la parabole = f(4) =5
a(d—2)2—3=5
4da —3 =05 =a=2
= f(z) =2(x —2)> -3
= f(z) =22 -8z +5
c)
y
\ 3 /
‘»2 —\\%2 3 >
-1 A(L=1)
A € ala parabole = f(1) = —1
S a(l+1)(1-2)=-1
= —2a = -1 :>a:%
= f(z) =iz +1)(z —2)
= f(z) =122 -1z -1
Isc, Burier
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3.4 Equations bicarrées

Une équation bicarrée, comme z* — 622 + 8 = 0, se résout en substituant z? par y et
devient:
y*—6y+8=0

(y—4)(y—2)=0 =y=4ouy=2 =2 =42o0uz =42
=5 ={-2;:—v2;1/2;2}

3.5 Inéquations du 2° degré

Pour résoudre algébriquement une inéquation de degré 2 (sous forme canonique: ax? +
br + ¢ < 0), on détermine les zéros de la fonction associée (s’ils existent), puis on fait
une esquisse de la parabole et finalement un tableau des signes de la fonction associée qui
nous indique la solution de 'inéquation.

Exemples:
a) =322 —6x+9<0
zéros de la fonction: 1 = —3 et 9 =1

esquisse de la parabole:

\]

tableau des signes de la fonction:

T | —00 -3 1 +00

—3x2 —6x+9 — + —

S =] — o0; =3] U [1; +00]

Isc, Burier page 18
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b) 42? —2x 45> 0
zéros de la fonction: aucun A =4 — 80 = —76

esquisse de la parabole:

10 1

\]

tableau des signes de la fonction:

r | —00 400

422 —2x +5 +

S=R

Exercice
Résoudre les inéquations suivantes:

a) 202 +3x—5>0
b) 42? — 3 < —4x* + 2z

c) v —4>22% —2x -3
Réponses

a) 202 +3x—5>0
2z +5)(x—1)>0 = S =] — 00; —2] U [1; +oo]

b) 822 — 2z -3 <0
(4dr —3)(2z+1) <0 = 5=|—

NS

[

?

N[

c) 2 —2x+1<0
(r—12<0  =S={1)

Isc, Burier
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3.6 Systeme d’équations

Pour déterminer la fonction associée a une parabole, on est parfois amené a résoudre un
systeme d’équations a trois inconnues.

Exemple:
20 4+y—2=1
rT+2y+2=28
3r—y+2z2=7
3r+3y=9 r+y=3
Tt+y=9 Tr4+y=9
6x =6 = T =
= y=2
= z=3 = S={(1;2;3)}

Isc, Burier page 20
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4 Fonctions polynomiales

4.1 Factorisation des polynomes de degré 3

Pour factoriser un polynome de degré 3, on peut utiliser la méthode des groupements ou
la division polynomiale.

Méthode des groupements

On prend les monomes par deux et on met en évidence les termes en commun afin d’obtenir
un meéme polynome dans chaque mise en évidence; pour terminer ce polynome sera lui-
méme mis en évidence.

Exemples:
a) xy +xz+2y+2z=2(y+2)+2y+2) =(y+2)(z+2)
b) 3z% — 2zy — 6x + 4y = x(3z — 2y) — 2(3z — 2y) = (3z — 2y)(z — 2)
c) ¥+ a?—20—-2=0

?(x+1)—2x+1)=0

(z4+1)(z*—2)=0

(z+1)(x—v2)(x++v2)=0 =S ={-V2;-1;1/2}
d) 2 +22+2+1=0

?x+1)+1(x+1)=0

(z4+1)(2*+1)=0 =S ={-1}

4.2 Division polynomiale

La division polynomiale s’effectue de la méme maniere que la division euclidienne (avec
reste) des nombres naturels.

Division euclidienne

5143 6
5143 11 5143 = 11-467+6 —11 2467+ﬁ
74 67
—66
83
77
6
Preuve de la division:
dividende = diviseur - quotient + reste avec reste < diviseur
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Division euclidienne avec des polynomes

Diviser un polynéme p(z) par un polynéme d(x) revient a chercher des polynomes ¢(x)
et r(z) (avec deg(r(z)) < deg(d(z))) tels que:

p(x) = d(z) - q(z) + r(z)

On appelle p(z) le dividende, d(x) le diviseur, ¢(z) le quotient et r(x) le reste.

Exemples:
a) p(x) =32® + 2z + 3 d(x) =2 +2
322 +2x + 3 z+2 3% +2r +3 = (z+2)(3z —4) + 11
— 32% — 6z
“4r 13 3z —4
dr + 8
11
b) p(x) = -2+ 62°> + d(x) =3z +2
622+ —2 3z + 2 62° + 2z —2= 3z +2)(2z — 1)
— 62% — 4x
3r+2
0
¢) p(x) = —ba? +4a* + 7z + 8 d(x) = 2%+ 22 -3
4t —52? 4+ Tz + 8 2?2+ 2r -3
— 4a* — 823 + 1222 5
4x® — 8x + 23

—8x3 4+ Tx? + Tx
8x% 4+ 1622 — 24x

2322 — 172 + 8
—2322% — 46x + 69
—03x + 77

4ot — 5x? + Tw + 8 = (22 + 2z — 3)(42® — 8z + 23) — 63z + 77

4at — 5a® 4+ Tx + 8 —63z + 77
=4r? — 82+ 23+ ————
x2+2r—3 * +x2+2x—3
Remarque: il faut prévoir dans la division de la place pour les puissances qui n’apparaissent
pas dans le dividende ordonné par rapport aux puissances décroissantes.
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4.3 Schéma de Horner

Pour diviser un polynoéme par x — a, il est pratique d’utiliser le schéma de Horner, qui
consiste a faire les calculs uniquement avec les coefficients du polynome.

Exemples:
a) p(x) = 32% + 27 + 3 dz)=x+2
3 9 3 322 +2r4+3=(x+2)(3z —4)+ 11

—6

22T

b) p(x) =42® — Tz + 3 diz) =z —4
4 0 -7 3
16 64 228

-4

()7 ()7 () 7
4 / 16 / 57/ H 231

423 — Tr + 3 = (v — 4)(42® + 16z + 57) + 231

Les nombres de la premiere ligne sont les coefficients du dividende.

Le premier nombre de la derniere ligne est identique au premier nombre de la premiere
ligne.

Les nombres de la deuxieme ligne sont obtenus en multipliant ceux de la derniere ligne
par le zéro du diviseur.

Le dernier coefficient de la derniere ligne est le coefficient du reste, les autres coefficients
de la derniere ligne sont ceux du quotient.

Remarque: on dit qu'un polynéme p(z) est divisible pat d(z) si le reste de la division
de p(z) par d(z) vaut zéro.
Théoreme

Le reste de la division d'un polynome p(x) par le bindéme (z — a) vaut p(a).

Exemples:
a) p(r) =3z> — bz +7 d(x) =2 —3

p(3)=27—-15+7=19 = le reste de la division de p(z) par (z — 3) vaut 19
b) p(x) = 22° + 6x — 8 dz) =x+4

p(—4)=32-24-8=0 = le reste de la division de p(z) par (z +4) vaut 0

= p(x) est divisible par (z + 4)
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Pour factoriser un polynéme p(z) de degré trois, on cherche un zéro a du polynéme; ce
qui revient a chercher un binome (x — a) qui divise p(x).

Exemple: factoriser p(z) = 2% — 5x? + 8z — 4

p(1)=1-5+3+1=0 = p(z) se divise par (z — 1)
1 ) 8 -4
1 —4 4
()7 ()7 ()7
R

23 —5r2 4+ 8r—4=(r—1)(2* -4z +4) = (x — 1)(z — 2)*

Remarque: il n’est pas toujours facile de trouver un zéro d’un polynome, alors on peut
utiliser le résultat suivant:

si le polynome p(x) = c, 2" + ¢, 12" 1 + ... + 12 + ¢, admet un zéro rationnel, il est de
la forme % avec u choisi parmi les diviseurs de ¢y et v choisi parmi les diviseurs de ¢, (ne
pas oublier de faire la recherche avec les nombres négatifs aussi).

4.4 Etude du signe d’une fonction
En présence du graphe de la fonction, il est relativement simple d’établir le tableau des

signes de la fonction.

Exemple:

(

5 4 {3 o ™~% 3 4

—10 1
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Etude des signes de la fonction:
r | —00 -3 1 2 —+00

f(z) — + — +

Si la fonction est un polynome de degré 1, ’étude du signe est relativement simple.

Exemples:

a) f(r)=2x -5

A
1 ]
3 2 1 1 2/ 3 1
1
—9 ]
f(x)
—3]
4]
_5/
, ) 5
Le zéro de la fonction est z = 5
Etude des signes de la fonction:

2

() - +

Remarque: la fonction est croissante (la pente est positive), par conséquent la fonc-
tion prend des valeurs négatives avant le zéro et positives apres le zéro.

b) f(z) = —3z +4

4
Le zéro de la fonction est x = 3

Etude des signes de la fonction:

r | —0o0 % +00

() + -
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k\l\
4
3
f(x)
9
1
1 i\é 3 4 5 6

Remarque: la fonction est décroissante (la pente est négative), par conséquent la
fonction prend des valeurs positives avant le zéro et négatives apres le zéro.

L’étude du signe des fonctions de degré 2 a été vu dans le chapitre précédent (esquisse
des paraboles).

Pour les fonctions de degré supérieur ou égal a 3, il faut factoriser le polynome et étudier
le signe de chaque facteur du polynome.

Exemples:

a) f(z)=22% —52> —x+6
f(-1)=—2-5+4+14+6=0 = f(z) se divise par (z + 1)

f(z) = (x+1)(22* — T2 + 6)
T+l
T

A=49-48=1

szoux:%

20 =Tz +6 =2(z — 2)(z — %) = (z — 2)(2z - 3)

= f(z) = (x+ 1)((z — 2)(2x — 3)
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Etude des signes de la fonction:
3

T |, —00 —1 3 2 +00
r+1 — + +
T —2 — — —
2x —3 — — +
@) - + -

b) f(z)=(1—3z)(z*+z+5)(z* — 5z + 6)

(z? + x + 5) ne se factorise pas (A =1 — 20 = —19), parabole convexe

(z?2 =52+ 6) = (v — 3)(x — 2)
f(z)=(=3z+1)(2*> +z+5)(z — 3)(z — 2)

Etude des signes de la fonction:
1

T | —00 3 2 +00
=3z +1 + - - -
2’ +x+5 + + + +
r—3 — — — +
T —2 — — + +
f@| o+ - + -
¢) f(z)=(z =74z +1)°
Etude des signes de la fonction:
T =00 —i +00
(z —7)? + + +
(dx +1)° - + +
f(x) — + +
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5 Fonctions rationnelles

5.1 Etude du signe d’une fonction rationnelle

Une fonction rationnelle est du type f(z) = p—, elle est définie pour tout nombre réel
4q

qui n’annule pas le dénominateur g(x).

Les valeurs réelles qui annulent le numérateur p(x) sont les zéros de la fonction.

Les valeurs réelles qui annulent le dénominateur g(x) sont les poles de la fonction (ou
valeurs interdites, car on ne peut pas diviser par zéro).

Avant d’étudier le signe d’une fonction rationnelle, on cherche les zéros éventuels et les
poles éventuels en indiquant le domaine de définition de la fonction.

2?2 —6x+5
VI = e

zérosde f: 22 —6x+5=0 (x—1)(z—5)=0 =siz=1louz=5
polede f: 3xr+6=0 x=-2

ED(f) =R~ {~2}

T | —o0 —2 1 5) +00

20 +1

onction rationnelle; zéro: x = —L: péle: x =3
2

ED(f) =R — {3}
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—1? 4+ 25
c) f(z)= 274_ (fonction rationnelle; zéros: x = £5; péle: aucun)
¢ +1
ED(f) = R
T | —00 =5 5 +00
—2? + 25 - + -
241 + + +
f(x) - + -

5.2 Asymptotes

Le but de la recherche des asymptotes est de pouvoir donner rapidement et le plus sim-
plement possible une allure du graphe d’une fonction.

Asymptote verticale

On appelle asymptote verticale de la fonction f, la droite d’équation x = a, si

lim f(z) = +o0 et lim f(z) = o0

T—a T—a
> <
Asymptote horizontale
On appelle asymptote horizontale de la fonction f en 400, la droite d’équation y = b; ou
Y= b27 si
Il est tout a fait possible que b; = by
Asymptote oblique

On appelle asymptote oblique de la fonction f en +o0, la droite d’équation y = myx + hy
ou y = Mmox + ho, si

f(x) =myz + hy + Az) avec lim A(x)=0

r—r-+00

f(x) = mozx + hy + A(2) avec lim A(x)=0

T—r—00
Il est tout a fait possible que m; = my et hy = hs.
x
Une fonction rationnelle f(x) = % admet une asymptote oblique en +o0 si
x

degré(p(z)) = degré(d(z)) + 1

Et dans ce cas I’équation de 'asymptote y = mx + h est donné par y = q(z) avec g(x) le
quotient de la division de p(x) par d(z) .
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5.3 Calcul avec les fractions rationnelles

Pour additionner des fractions rationnelles, il faut factoriser les dénominateurs, puis
déterminer le dénominateur commun et finalement amplifier les fractions.

5.4 Equations irrationnelles

Une équation irrationnelle contenant des racines carrées se résout en isolant la racine
carrée a gauche ou a droite de I’égalité, puis en élevant au carré (ces opérations doivent
étre réitérées plusieurs fois pour les expressions avec plusieurs racines carrées). Lorsqu’on
éleve au carré les deux membres d'une équation on fait apparaitre une équation non
équivalente a celle de départ et chaque solution doit étre soigneusement vérifiée.

Exemples:
a) V2r +8=ux = ED = [—4; +0]
2z + 8 = 22 = 2 —2x—8=0 = (x—4)(z+2)=0
2 = 4 est une solution car /8 + 8 =4
x = —2 n’est pas une solution car /=4 + 8 =2 # —2 = S = {4}
b) V2r+3+12 =5z = ED = [-2; +o0]
V2x + 3 = b — 12 = 21 + 3 = 2522 — 1202 + 144
2572 — 1222 + 141 =0 = (2520 —47)(x —3) =0
x = 3 est une solution car /6 +3 4+ 12 = 15
x = 3% n'est pas une solution car /12412 =13412 =1 £ 4 = S = {3}

c) Ve—4—1=+z-11 = ED = [11; +o0]
Vr—4=+z—11+1 = r—4=x—114+2y/z —11+1
3=vzr—-11 = 9=1x—11 = x =20
x = 20 est une solution car /20 —4 — 1 =+20—11 =3 = S = {20}
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6 Systemes d’équations
6.1 Algebre linéaire

Les systemes d’équations linéaires peuvent se résoudre a ’aide des matrices et de ’algebre
linéaire.
Exemple:

dr + 10y 4+ 72 =8

20 +y—2=—1

r+2y+z=1
Avec les matrices on pose
4 10 7 T 8
A=|2 1 -1 X=1vy | e B=| -1
1 2 1 z 1

et on a l'égalité A- X =B

Généralement, on utilise la matrice augmentée du systeme:

410 718
AB) =2 1 —1|-1
12 1|1

Puis on effectue des opérations sur les lignes pour transformer le systéme en un systeme
équivalent échelonné (méthode de Gauss) ou réduit (méthode de Gauss-Jordan).

L1—2'L2—)L2€tL1—4'L3—)L3Z

4 10 7| 8
0 8 9110
0 2 3|4
Ly —4-Ls— Ls:
4 10 7 8
0 8 9 |10
0 0 —-3|-6
—%'L:;—)Lg:
4 10 7| 8
0 8 9110 matrice échelonnée
0 0 1] 2
L1—7'L3—>L1€tL2—9'L3—>L32

@]
oo
@]
%

%'L2—>L22

(e
—
(e
|
—
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L1—10~L2—>L1:

4 0 0| 4
01 0|-1
0 0 1| 2
i'L1—>L11
1 0 0] 1
01 0]-1 matrice échelonnée réduite
0 0 1] 2

La solution est alors immédiate: z =1, y=—1let z2=2 = 5 ={(1;-1;2)}.
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