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Petit lexique de géométrie

0.1 Notations

Les points sont notés en majuscule. Par contre les droites, les cercles, les plans ou les
angles sont notés en minuscule.

Exemples :

A ABC triangle de sommets A, B et C
¥(O; r) cercle de centre O et de rayon r
a//b droite a parallele a la droite b
cld droite ¢ perpendiculaire a d
o(d;A) distance de la droite d au point A
o(ABCD) aire du quadrilatere ABCD

0.2 Angles

Un angle nul est un angle convexe dont les cotés sont confondus.

Un angle plein est un angle non-convexe dont les cotés sont confondus.

Un angle plat est un angle dont les cotés sont alignés et non confondus.

Un angle droit est un angle convexe dont les cotés forment un angle de 90°.

Deux angles adjacents sont supplémentaires s’ils forment un angle plat.

Deux angles adjacents sont complémentaires s’ils forment un angle droit.

Un angle aigu est un angle plus petit qu'un angle droit et un angle obtus est un angle
convexe plus grand qu'un angle droit.

Deux droites sécantes a et b forment des angles opposés par le sommet. Deux angles
opposés par le sommet sont isométriques.

Une transversale t coupant deux droites distinctes a et b détermine avec elle des angles
qu’on appelle :

alternes-internes : let7;2et8
alternes-externes : 3et5;4et6
correspondants : letb;2et6;3et7;4et8
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Théoreme de la transversale
Les angles alternes-internes, alternes-externes ou correspondants sont isométriques si et

seulement si a est parallele a b.

Un angle au centre d’un cercle est un angle dont le sommet est le centre du cercle.

Un angle inscrit dans un cercle est un angle dont le sommet appartient au cercle et dont
les cotés coupent le cercle.

Théoreme de I’angle au centre

Dans un cercle, la mesure de I'angle inscrit est égal a la moitié de la mesure de I’angle au
centre interceptant le méme arc.

Corollaire du théoreme de ’angle au centre : théoreme de I’angle inscrit

Dans un cercle, deux angles inscrits interceptant le méme arc sont isométriques.

0.3 Droites

Deux droites sont paralleles si elles n’ont aucun point en commun ou si elles sont confon-
dues. Deux droites sont strictement paralleles si elles n’ont aucun point en commun.

Théoréme de Thales

Soit un triangle ABC et deux points B’ et C’ sur les droites AB et AC respectivement.

s T . AB' _ AC
BC est parallele a B'C’ si et seulement si 57 = 5%

Généralisation du théoréme de Thales

. . , . . . 1!
Trois droites a, b, ¢ déterminent sur deux droites s et t des sections semblables (A£° =
b ) AB
/ ! ! ! . . . \
‘Zg = BBg = ...) si et seulement si les droites a, b et ¢ sont paralléles.

La projection orthogonale ou projection d’un point P sur une droite d est le point
d’intersection P’ de d avec sa perpendiculaire passant par P.

La distance §(d ; P) de la droite d au point P est la distance 6(P; P’) de P a P’ (sa
projection orthogonale sur la droite d).

La distance entre deux droites paralleles est la distance de 'une des droites a un
point de l'autre.

La médiatrice d’un segment AB est la perpendiculaire a ce segment passant par son mi-
lieu; c’est aussi 'axe de symétrie du segment et le lieu géométrique des points équidistants
des extrémités du segment.

La bissectrice intérieure d’un angle est une droite partageant l'angle en deux angles
isométriques; c’est aussi 'axe de symétrie qui transforme I'un des cotés de l'angle en
I'autre et le lieu géométrique des points équidistants des deux cotés de I'angle.
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0.4 Triangles

Théoreme du segment moyen

Dans tout triangle le segment qui relie les milieux de deux cotés est parallele au troisieme
et en mesure la moitié.

La somme des angles intérieurs d’un triangle est égal a un angle plat.

Théoreme de I’angle externe

L’angle externe en un sommet d’un triangle égale la somme des angles intérieurs aux deux
autres sommets.

La médiatrice d'un triangle est la médiatrice de I'un de ses cotés. Les trois médiatrices
d’un triangle sont concourantes ; leur point d’intersection est le centre du cercle circonscrit
au triangle.

La médiane d’'un triangle est une droite reliant un sommet du triangle au milieu du coté
opposé. Les trois médianes d'un triangle sont concourantes; leur point d’intersection est
le centre de gravité ou le barycentre du triangle. Les médianes d’un triangle se coupent
au deux tiers un tiers depuis chaque sommet.

La hauteur d’un triangle est la perpendiculaire a un coté passant par le sommet opposé.
Les trois hauteurs d'un triangle sont concourantes; leur point d’intersection est ’ortho-
centre du triangle.

La bissectrice d'un triangle est la bissectrice de 'un de ses angles. Les trois bissectrices
d’un triangle sont concourantes; leur point d’intersection est le centre du cercle inscrit au
triangle.

Théoréme des bissectrices

Dans un triangle ABC, la bissectrice intérieure (extérieure) issue de A coupe la droite BC

en un point P (P’ si le triangle n’est pas isoctle en A) tel que : L2 = 48 (ﬁ:g = 4B).
Réciproquement, tout point M de la droite BC tel que %—g = ﬁ—g appartient a 'une des

bissectrices issues de A.
L’aire d'un triangle est égale au demi-produit d’un coté par la hauteur correspondante.

Cas d’isométrie des triangles

1°" cas : deux triangles sont isométriques s’ils ont respectivement un angle et les cotés
adjacents isométriques.

2¢ cas : deux triangles sont isométriques s’ils ont respectivement un coté et deux angles
qui ont les mémes positions isométriques.

3¢ cas : deux triangles sont isométriques s’ils ont respectivement les trois cotés isométriques.
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Cas de similitude des triangles
1¢" cas : deux triangles sont semblables s’ils ont respectivement deux angles isométriques.

2°¢ cas : deux triangles sont semblables s’ils ont respectivement un angle isométrique et
les cotés adjacents proportionnels.

3¢ cas : deux triangles sont semblables s’ils ont respectivement les trois cotés proportion-
nels.

Théoreme de Pythagore

Dans un triangle rectangle, le carré de I’hypoténuse égale la somme des carrés des cathetes
(la réciproque est aussi vraie).

Théoreme de Pythagore dans I’espace

Dans un parallélépipede rectangle, le carré de la longueur d'une diagonale est égal a la
somme des carrés des longueurs des trois arétes issue d’'un méme sommet.

Théoreme d’Euclide

Dans un triangle rectangle, chaque cathete est moyenne géométrique de sa projection or-
thogonale sur I'hypoténuse et de I'hypoténuse (la réciproque est aussi vraie).
Théoreme de la Hauteur

Dans un triangle rectangle, la hauteur issue de ’angle droit est moyenne géométrique des
segments qu’elle détermine sur ’hypoténuse (la réciproque est aussi vraie).

0.5 Cercles

Le cercle de Thales d’un segment est le cercle admettant ce segment pour diametre.

Théoréeme du produit constant

Sur toutes les sécantes d’un cercle donné v passant par un méme point donné P non situé
sur v, le produit des segments issus de P et arrétés au cercle v est le méme (= Cte).

La puissance d’un point P par rapport a un cercle «, notée p(P; ), est le produit
constant des segments issus de P et arrétés a - sur une méme sécante de v (si P € 7,
alors p(P; v) = 0).

Une tangente a un cercle est une droite dont l'intersection avec le cercle se réduit a un
point : le point de contact. Le segment reliant le point de contact au centre du cercle est
perpendiculaire a la tangente.

La circonférence d’'un cercle est égale au double produit de son rayon par 7.

L’aire d'un disque est égale au produit du carré de son rayon par m.
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1 Les vecteurs

1.1 La notion de vecteur

réaction
du plan
o O 2
vitesse
(8
[ =T |
Y
D
A )
translation
B
F
C /
Notations :

a) U est un vecteur dont la position n’est pas fixe dans le plan; seuls comptent sa direc-
tion, son sens et sa longueur.

b) E est un vecteur d’origine A, d’extrémité D et dont la longueur vaut la distance

d(A; D).

¢) Deux vecteurs de méme direction, de méme sens et de méme longueur sont des vecteurs
équipollents (@ est équipollent a ﬁ et a ﬁ ).

% —
d) AA est un vecteur nul qui se note 0.

e) La norme (longueur) du vecteur @ = AD se note |u]| = H@H =J(A; D) > 0.
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Définitions :

1) Un vecteur est 'ensemble de toutes les fleches (segments orientés) équivalentes ou
équipollentes qui définissent la méme translation. Chaque fleche est un représentant
du vecteur. Un vecteur non nul est caractérisé par sa direction, son sens et sa norme
qui sont respectivement la direction, le sens et 'amplitude de la translation associée.

2) Des vecteurs de méme direction sont colinéaires.

—

i, U et w sont colinéaires

3) Es désigne 'ensemble des points du plan, E3 I’ensemble des points de l'espace et E
I'un ou l'autre de ces ensembles. De méme V, désigne I’ensemble des vecteurs du plan,
V3 I'ensemble des vecteurs de I'espace et V I'un ou l'autre de ces ensembles.

1.2 Addition des vecteurs

Définition :
La somme de deux vecteurs a et b est le vecteur correspondant a la composition des deux
translations associées aux vecteurs a et b. On le note @ + b.

/ a g
{

ST
+
S

Pour construire la somme des vecteurs d@ et b, on choisit des représentants de d et b tels
que l'origine du représentant de b coincide avec I'extrémité du représentant de a.

Remarques :

a) La différence des vecteurs a et b est Paddition du vecteur @ et du vecteur opposé a b
(vecteur de méme direction, de sens contraire et de méme norme que b).
a—b=d+ (-b)
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b) Soit O, A et B trois points quelconques :

A
OA+AB = OB

B
o L 73— 0B -0k

@)

1.3 Multiplication d’un vecteur par un nombre réel

LR M 2d (on a multiplié @ par 2)
1=
id
2
—> %EL’ (on a multiplié @ par %)
—a
-— —a (on a multiplié @ par —1)
Définition :

Soit k un nombre réel et @ un vecteur. Le produit du vecteur d par le nombre réel
k, noté k - d, est le vecteur caractérisé par :

- la direction du vecteur a;

- le sens du vecteur @ si k > 0 et le sens contraire si k < 0;

- une norme égale au produit de celle du vecteur @ par la valeur absolue de k.

= k-all =1k llal

Quelques propriétés de la multiplication d’un vecteur par un nombre réel

1) k-(@+b)=k-a+k-b VEeRetVabeV
2) (k+m)-a=k-da+m-a VEmeRetVaeV
3) k(m-a)=(km)-d VEmeRetVaeV
N 1-d=a VaeV
5)0-d=0 YieV
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Définitions :
1) @ est une combinaison linéaire des vecteurs e_f, e_g, - e, 'l existe des nombres
ai, as, ..., a, tels que : &':ale_l)—kage_g)—l—...—kane_g

2) Des vecteurs sont linéairement dépendants si I'un d’eux au moins est une combi-
naison linéaire des autres. Dans le cas contraire, ils sont linéairement indépendants.

Exemple :
8 —
a b
Y
_>A
€2
2
a= 361 + 262
b= —2¢4
=3ef — e
d = —b5ej +2¢3
Isc, Burier
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2 Base de vecteurs
2.1 Base de 'ensemble des vecteurs du plan

Considérons dans le plan deux vecteurs (&1 ; e3) linéairement indépendants (non colinéaires),
alors tout vecteur @ du plan est une combinaison linéaire des vecteurs e_f et e_2>.

B

Si @ est colinéaire avec & (ou e_g), il suffit de multiplier e par un facteur k = |

_ lall
= 1E;

Si @ est ni colinéaire avec €; et ni colinéaire avec e_2>, il existe un unique triangle (a
isométrie pres) ayant comme cotés :

(ou

=

B

B

— le vecteur a;
— un coté parallele au vecteur e ;

— un coté parallele au vecteur €.

ai - €1

3

Q9 - €9

D
I\
ST

= d=a;- ¢ +ay e

Définition :
Une base de V; est un couple de deux vecteurs (e_f; e_2>) linéairement indépendants (non
colinéaires).

Soit (e_1>; 6_2)) une base fixée; tout vecteur @ de Vs s’écrit de maniére unique comme une
combinaison linéaire des vecteurs e_f et e_2> :

. . {a
d=ay-¢e +ay € & a=<1)

Les nombres réels a; et as sont les composantes numériques du vecteur @ dans la base

(e1;e3).
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Exemple :
N4
N
d 7
U
_)A a
“ — A4
e
— — 3
a:3e_1)+e_2> = a= <1>

Isc, Burier
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Théoréme

Soit deux vecteurs donnés par leurs composantes numériques dans la base B = (e_f; e_g)

et un nombre réel k :

Les composantes numériques de la somme des deux vecteurs sont égales a la somme des
composantes numériques des vecteurs :

- 7 a1+b1
dtb= <a2+b2)

Les composantes numériques du vecteur k - @ sont égales aux composantes numériques du
vecteur a multipliées par le nombre réel k :

—_— kay
k-a= <ka2>

Exemples :

Soit @ = (_23) et b= (;5)

o= (3)+ () (57)- ()
o) () = (5) = (55)
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2.2 Base de ’ensemble des vecteurs de ’espace

Définition : des vecteurs de 'espace sont coplanaires s’ils sont représentables par des
fleches contenues dans un méme plan.

Exemples Soit un parallélépipede ABCDEFGH :

H
D G

A
B

1@ , 1@ et P@ sont coplanaires.

B? , Iﬁ et lﬁ ne sont pas coplanaires.

Remarques

a) Deux vecteurs de 'espace sont toujours coplanaires.

b) trois vecteurs non nuls de 'espace sont coplanaires si et seulement si I’on peut exprimer
I'un des vecteurs comme combinaison linéaire des deux autres.

La décomposition d'un vecteur dans le plan se généralise a ’espace en choisissant trois

_)

vecteurs eq, e_2> et e_?? non coplanaires.

Définition :
Une base de V3 est un triplet de vecteurs non coplanaires (_f, e_g; _3>)

Soit (e_f; €5 e_3>) une base fixée; tout vecteur @ de V3 s’écrit de maniere unique comme

—

une combinaison linéaire des vecteurs eq, e_2> et 6_3> :

ai
£:a1-6_1>+a2-6_2>+a3-e_3> <~ a= a9
as

Les nombres réels aq, as et as sont les composantes numériques du vecteur @ dans la
base (e1; €3; €3).
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Théoréme

Soit deux vecteurs donnés par leurs composantes numériques dans la base B = (e_f; es, e_3>)

et un nombre réel k :

a by
a—= a9 b= b2
as b3

Les composantes numériques de la somme des deux vecteurs sont égales a la somme des
composantes numériques des vecteurs :

B a1+b1
5:+b: a2+b2
a3+b3

Les composantes numériques du vecteur k - @ sont égales aux composantes numériques du
vecteur a multipliées par le nombre réel k :
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2.3 Dépendance linéaire et algebre

Théoreme
Soit deux vecteurs @ et b dans la base B = (e7; e3).
a—= “ ot b= by sont colinéaires & det (6; g) —|® by = a1by —asby =0
a9 b2 Qg b2
Démonstration :
(=) @ et b colinéaires =@ =kb=k <Zl)
2

U L B

= det (a, b) - ’ka | = kbibs = kboby = 0
- b
(<:) det (6, b) = “ bl = a162 — (J,le =0 = a; = E
az by by
=ad= 2 = b_2 =kb = a et b sont colinéaires cqfd
2
a9 b2

Exemples

'—3 4‘:(_3).(_9)_7_4:27_28:_1

7 =9

Les vecteurs ne sont pas colinéaires (linéairement indépendants).

o (3 > [(—4 3 -4 B B
b)a—(_g)etb—(12) ‘_9 12‘—3~12—(—4)~(—9)—36—36—0
Les vecteurs sont colinéaires (linéairement dépendants) : b= —3d.

Remarque : trois vecteurs @, b et ¢ de V3 sont linéairement indépendants si et seulement
si, quels que soient les réels o, 3 et v, on a :

ai+pBb+vc=0 = a=B=v=0
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Théoréme

Soit B = (€7, €3, €3) une base de V3, alors tout vecteur @ de V3 peut s’exprimer d’une
maniere unique comme combinaison linéaire des vecteurs €1, €5 et €3.

Démonstration :

SUppOSoNs que @ = ai€] + as65 + azez = A1€1 + Ag€g + Az€3
alors (a; — \p)éq + (ay — A2)é + (as — A3)és =0

comme €7, €3 et e3 lin. indép. = a1 — A\ =ax— A =a3—A3=0

=a; =\ a3 = )\ as = )\3 CQfd
Théoreme
Soit trois vecteurs @, b et @ dans la base B = (e1; e3; €3).
ai by C1
a=lay|,b=|by| et = | ca | sont coplanaires & det (6; b; 5) =0
as bs C3
Remarque :
a1 b1 c
o7 Lo by ¢ by by ¢
det (a;b;C) =] as by ¢ | =aq — Qs + as
bg C3 bg C3 bg Co
az bz c3

ai (bQCg — bgCQ) — a9 (b103 — bgcl) + as (b102 — bzcl) =

a1b203 + blcQClg + Clagbg — a3b261 — 6302a1 — 03a2b1

Démonstration :

(=) : @, b et @coplanaires = ad + b= ¢
aay + Bby
=c= | aas + ﬁbg
aag + Bbs
. a; by aa + Bb
= det (6, b, 5) = | Q9 bg aas + 5()2 = aa1b2a3+ﬁa1b263—aalb3a2—ﬁalbgb2—aagbla3—
as b3 oas + /Bbg
Basbibs + aasbzar + Basbsby + aazbias + Bazbiby — aazbsa; — Baszbaby = 0
(<:) : det (6, g, 5) = a1b203 + blcg(lg + Clagbg - (lngCl - bgCQ(Il - Cg&gbl =0

—aybycs — bycaas + bycaay + czasby (bgcy — bacz)ay + (czag — azeo)by

= C1 = =
asbs — azby asbs — azby
bgCQ — b203 C3Q9 — A3C2
:>61:7'a1+7'bl
asbs — azby asbs — azby
bscy — bacs C3U — A3Cy b asbscy — agbacs + bacsas — baascy asbzcy — azbacy
—— Q9 09 fry ey fry
a2b3 — a,gbg a2b3 — a3b2 a2b3 — a,gbg a2b3 — a3b2
02(a2b3 - ang)
= C2

agbs — azby
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bgCQ - b203 C3Q9 — A3C9 b — a3b302 - CL3bQC3 + b3C3CL2 - b3a302 i CL2b3€3 - a3b203 B
" .ag by = =

azbs — azby azbs — azby azbs — azby azbz — azbs

c3(azbs — azby)
= 03
azbz — agby

- 6302 — 6203 - C3Q9 — A3Cy - - . , .

== ——7"—" — ) = d, b et ¢ lin. dépendants, donc coplanaires.

a
asbs — azby asbs — agby
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3 Reperes et coordonnées

3.1 Reperes dans le plan

Définition :
Un repeére du plan est formé d’un point O et d'une base B = (e_f; e_%) du plan vectoriel.
O est I’origine et (1; ¢3) la base associée du repere.

A
OA
2
O &

Les coordonnées du point A du plan a un repere (O; e_f; e_l)) sont les composantes du vec-

—

teur OA relativement a la base associée :
—

A(CLl; a2) = OA = (al)

ay est la premiere coordonnée ou abscisse du point A
as est la deuxieme coordonnée ou ordonnée du point A

Remarque :
Il ne faut pas confondre les notations des vecteurs et celles des points!
a1
—
Dans l’espace : A(ay;as;a3) & OA= | ay
as
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3.2 Calculs avec les coordonnées dans le plan

Composantes du vecteur E
Par la relation de Chasles :

A
OA+AB = OB

B
— L 3B 0804

@)

Soit A(al; a2) et B(bh b2)

-1 (3)-(2)- (222

by a2 by — as

Les composantes du vecteur A§ sont égales a la différence des coordonnées respectives
de son extrémité B et de son origine A.

bl aq bl — a1
Dans l’espace : 1@ = O@ — O_le =\|by| —la] =|b—as
bg as bg — as

Coordonnées du milieu M du segment ﬁ

Soit A(al; a2) et B(bh b2)

. ay + by ; )

— —— ap + as +

_ = . 2 1 1, 2 2

OM_2(0A+O§)_ N o M( 22 )
2

—
Les composantes du vecteur OM sont égales a la moyenne arithmétique des coordonnées
des points A et B.

ap + b
Y 21) a;+by as+by az+0b
Dansl’espace:OM:Q(OAjLO?): a2—2|— 2 o M< 12 L 22 2. 32 3)
az + bs
2
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Coordonnées du centre de gravité G du triangle ABC

Soit A(ay; az), B(by; by) et C(cy; ¢2)

. ar+b1 + ¢ . b

—— — a+b+e aytbyte

_ 1 _ 3 1T01+C ay+ 0+ C

o=z (0Ad+oB+0C) = |, B . |= G( e )
3

Les composantes du vecteur 075 sont égales a la moyenne arithmétique des coordonnées
des points A, B et C.

Dans ’espace :

a1+bi+c1

O?' — % (O—ﬁ + O? + O?) —_ a2+59)2+02 s G (a1+%1+01; a2+b2+02; a3+b3+63)

3 3 3
az+bs+c3
3

Exemple :
Soit A(6; 2), B(3; —1) et C(0; 5)

Calculer les composantes de B, les coordonnées du milieu I du segment BC' et les co-
ordonnées du centre de gravité G' du triangle ABC.

C.

ap-ob-od-(4) - (5= (27%) - (3)
I<3;0; _1;5)

G(6+3+0'2+(—1)+5) N G (3 2)

3 ’ 3
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3.3 Coordonnées du 4°" sommet d’un parallélogramme

O?zO?#—@zO?jLﬂ (car@:ﬂ)

3.4 Points alignés ou coplanaires

Dans le plan les points A, B et C' sont alignés & 1@ est colinéaire a ﬁ
Dans l'espace A, B, C' et D sont coplanaires & 1@ , @ et @ sont coplanaires

Exemples :
a) A(—2; —2), B(1; 2) et C(3; 8)

s5-0-01- 113 )

2+2 4
ﬁ:@_@:(’)—l):(?)
8—2 6
3 2
‘4 6‘—3~6—2-4—18—8—10750

= E n’est pas colinéaire a @ = les points A, B et C ne sont pas alignés
b) A(—1; 10), B(2; 7) et C(5; 4)

-0 (1)- (2

7-10 -3
o= () ()
' _33 _33 =3-(-3)+3-3=-9+9=0

= 1@ est colinéaire a ﬁ = les points A, B et C sont alignés

Isc, Burier page 21



Math. renfor¢cé cours géométrie 1M 2008-2009

4 Norme et produit scalaire

4.1 Norme d’un vecteur du plan

Définition :

== o = =
Une base B = (e1; e3) de V5 est orthonormeée si les vecteurs ef et e3 sont orthogonaux
et unitaires.

Théoreme
N ay . N ,
Soit @ = <a ) un vecteur relativement a une base orthonormée B = (e_f; e_2>) :
2
ldll = y/a? + a3
az
a
-

6—2> aq
e

On applique le théoreme de Pythagore!

Dans V’espace : ||d|| = \/a? + a3 + a2

Exemples :

i= (g) = ld| = VI 132 = /25 =5
5:(‘62) N — T E = VAT = VI VI0 = 210

Dans certains cas on peut utiliser la propriété suivante :

b

|kall = [k[al
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c= (_130) =10 (_17) = ||d = 104/12 + (=7)2 = 10v/50 = 10v/25 - v/2 = 501/2

Comme ||@|| représente la longueur du vecteur @, la norme a les propriétés suivantes :
a) lal| =0

)
b) lldl=0 & a=0
c) [|=all = lla]]
d) [k -all = |k[ - [la]
e) |ld+ gH < |la|| + ’l; (inégalité triangulaire)
f) un vecteur @ pour lequel la norme ||@|| = 1 est qualifié de vecteur unitaire

4.2 Vecteur unitaire

—

- N a .- o . .
Pour tout vecteur @ non nul, le vecteur u = ﬂ est unitaire, de méme direction et de
a
méme sens que le vecteur a.

Exemples :
. (-5 L 1. 1 (-5 -
a) d= (_12) @] = 13 U= Ea =13 (_12) est unitaire
1

- 29 - 29
=29 U= @b = \ég_b = \gg_ (2) est unitaire

4.3 Produit scalaire de deux vecteurs du plan

Définition :
ai

ag

) et b= (Zl), noté a - I;, est le nombre réel :
2

Le produit scalaire des vecteurs a@ = (

(3:52 a1b1 +a2b2

Dans ’espace : a - b= a1by + azbs + asbs

Exemples :

=5.(=7)+ (=3) - (—4) = —35 + 12 = —23

&Y
S—
l
Il
/l—\
o &
~___
S
I
/I—I\
NN
~_
S)
S

b) a:(lo),z?: (_1) @-b=10-(—1)4 (=11)-2=—10 — 22 = —32
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Propriétés du produit scalaire

a) @-b="b-a (commutativité)
by @ (b+d)=a-b+a-é (distributivité)
c) a-a=|all*

d) 0-a=0

e) (k@) -b=k(@-b)

4.4 Expression trigonométrique du produit scalaire

Theéoréme

—,

- [[Bl] - cos(<1(a@; b))

a-b=|a

Démonstration :

Théoréme du cosinus : ||@ — b|2 = ||@||% + ||b]|2 — 2||a@]||||b]| - cos(a)
= (@—1b)-(@—0b) = ||@|l* + [|o]]* — 2[|a@]|[[b]| - cos(ev)

—

_). _)_ _). B . v f— s 2 7 2 —_— s 7 .
=@ G—2a-b+p-b = |lall* + [[bI* — 2/al[[|b] - cos(e)
llal2 115]12
= —2d-b=—2|a|||b]| - cos(cx)
= a- b= |d][[|p] - cos(a)

Remarque : 'angle formé par les vecteurs a et b est aigu, droit ou obtus si le produit
scalaire @ - b est respectivement positif, nul ou négatif.

Théoreme
ilb & ab=0
Exemple :
. 4\ = -3 L op I
a:<6),b:<2) a-b=4-(-3)+6-2=-12+12=0 = alb
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Remarque : dans le plan, le vecteur 1 = (
ai a2

—ag) est orthogonal au vecteur @ = (a1>

4.5 Le produit vectoriel

Le produit vectoriel est une opération vectorielle effectuée dans les espaces euclidiens
orientés de dimensions 3. Le formalisme utilisé actuellement est apparu en 1881 dans un
manuel d’analyse vectorielle écrit par Josiah Willard Gibbs pour ses étudiants en physique.
Les travaux de Hermann Giinter Grassmann et William Rowan Hamilton sont a 'origine
du produit vectoriel défini par Gibbs.

Soient deux vecteurs @ et b formant un angle a.

Par définition, le produit vectoriel de @ et b est le vecteur noté @A b (lire @ <cross> l;) tel
que :

1) la direction de @ A b est orthogonale & chacun des deux vecteurs @ et b

2) le sens de @ A b donne au triplet (d b HTA l;) une orientation directe : cette orientation
est donnée par la reégle du tire-bouchon ou des trois doigts de la main droite (pouce,
index, majeur), illustrée ci-apres;

- =
afb

ahh

3) la norme de @ A b est égale a 'aire du parallélogramme construit sur a et b

la A 8] = llal] - [1B]] - | sin()]

S
>
Sat!

=
S

U
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aq b1
Définition : le produit vectoriel de @ = | as | et b= | by | est le vecteur
as b3
CL2b3 — a3b2
anb= CL3b1 —a1b3
a1b2 — a2b1
s oA o a9 bg - |7 bl N aq bl
C’est aussi : A b=¢1 as by € as by + €3 a4y by

Propriétés du produit vectoriel

1) bAG=—aAb (anti-commutativité)

2) (k@) Ab=dA (kb)=kaNb

3) @A+ =aAb+anc (distributivité)
Q+D)ANG=aGAC+DAC

4H\A b

b2+ (@-0)2 = |a|?- ||b]|> (identité de Lagrange)
=0

4.6 Le produit mixte

Définition : on appelle produit mixte de trois vecteurs dans ’espace a, b et c, pris dans
cet ordre, le nombre réel noté [a; b; ¢ défini par

@ b;d =d-(bAQ)

bacg — bzco
Comme bA G = | bgcy — bics |, on a aussi la relation suivante :
bico — bacy

[5:, g, E] = a (b203 — bgCQ) — ag(blcg — bgCl) + a,g(b102 — bgCl) = det((i, Z_;, 5)

Propriétés du produit mixte

1) [a; Z_;; ¢ = volume signé du parallélépipede construit sur d, l;, C.

2) [a; b; =0 < a, b, & sont coplanaires.

3) (@AD)-G=a-(bAD)
)

4) Un produit mixte est invariant dans une permutation circulaire de ses vecteurs :

—

[@;b; ¢ = [& @ b] = [b; & d]

[l

5) Un produit mixte change de signe quand on permute deux vecteurs :

S

@;0;d = —[0:@;d = —[a@; &b
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