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Chapitre 1

Nombres complexes

1.1 L’ensemble des nombres complexes

1.1.1 Exprimer les nombres complexes suivants sous la forme a + bi:

a) (1+4i)+ (2 —30) D) (1+4)
b) (8+5i) + (—8 — 5i) j)l
c) (1+1)—(2—6i) | X
k :
d) (3 —5i) + (=2 — 44) — (1 — 2) 2430
1+
e) 3(5—2i) +2(7—1i) — 3(4 — 30) ) 1=
£) (9 + 5i)(2 — 7i) 543
)

g) (34 2i)(3 - 2i)

h) (3 — 44)? n) (6312151)2

1.1.2 Calculer °, i!, 42, 3, i*, ... En déduire une formule générale pour ", avec n € N.

1.1.3 Résoudre dans C les équations ci-dessous:
a) 22 —3+i=0 c) (14+2i)z=(b—1i)z+7+26i

b) (1—4i)z=6—7Ti

1.1.4 Résoudre dans C le systéme d’équations ci-dessous :

{ 2+i)z+2—Dw =T7—4i
(1+4d)z—iw =241

5
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1.1.5 Déterminer le conjugué des nombres complexes ci-dessous:

a) z3 =5 —4i c) z3=2+3i

b) zp=-8—1i d) z4=5— i

1.1.6 Calculer (7 —8i)(8 — 7i) — (4 + 3i)(4 — 2i).

1.1.7 Poser z = x + yi et résoudre dans C les équations ci-dessous:
a) 82+5z2=4+3i c) 2¥(2+1)+2iR(—2+2) =—-1—-12

b) 2242z2+5=0

1.1.8 Soit z un nombre complexe. Démontrer que

24+ Z2=2R(2), 2—-2=23(2)i et 2z2=RN(2)*+3I(z)

1.1.9 Montrer que si w est une solution de I’équation réelle az? + bz + ¢ = 0, alors @ en
est une aussi.

1.2 Nombres complexes sous forme trigonométrique

1.2.1 Représenter les points A, B, ..., H dans le plan complexe aprés avoir calculé, si
nécessaire, leurs affixes z4, 2, ..., 2y :
a) ZAIQ—i e) ZE:ZA<|>Z
2
b =3+ 24— Za
) zB + £) 2 = A~ ZA
2
¢) zc =za+ 2B g) 26 = —24
d) zp =24 — 2B h) zg = —Za

1.2.2 Ecrire les nombres complexes ci-dessous sous forme trigonométrique :

a) 1 d) —1—1
b) i e) —1 —+/3i
c) —2 f) 3+4i
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1.2.3 Ecrire les nombres complexes ci-dessous sous forme algébrique :

= o )
Bx s
c) [m;—m] f) e'™

1.2.4 Calculer:

a) [2; Z] : [3; %} b) {6;2%} : [&-g] c) [Q;gr

1.2.5 Calculer z; z; et z1 /2 en utilisant la forme trigonométrique :
a) z1=—14+14, 2zo=1+1
b) 21 =—-2—-2V3i, z=>5i
c) 21 =21, zo=—31

d) 21 = —]_0, Z9 = —4

1.2.6 Calculer le module |z| des nombres complexes suivants:

a) z=2+3i f) 2=5
b) z=1+1 g) z=—6
c) z =21 h) 2=0
d) z=—-3i i) z=cost+sinti

e) z=—1/2++/3/2i
1.2.7 Déterminer les formules de sin(46) et cos(46).
1.2.8 Déterminer:

a) la forme trigonométrique des nombres complexes z tel que 2* =1 + 1,

b) la forme algébrique des nombres complexes z tel que z* = 247 — 7.
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1.2.9 Déterminer sous forme trigonométrique et représenter dans le plan complexe:

a) les racines septiémes de 'unité,

b) les solutions de I’équation 2° = —32.

1.2.10 Déterminer sous forme algébrique les racines carrées complexes des nombres ci-

dessous :
a) 1 d) -9
b) i e) 3+4i
c) —i f) =5+ 12i

1.2.11 Soit U I’ensemble des nombres complexes de module 1. Montrer que le produit, le
conjugué et l'inverse d’éléments de U est encore dans U. Est-ce aussi vrai pour la somme,
I'opposé et la racine n-éme d’éléments de U 7

1.3 Propriétés algébriques des nombres complexes

1.3.1 Résoudre dans C les équations ci-dessous:

a) 22 =25 d) 22+32-5=0
b) 22 = —4 e) 22 —=3(1+4)z+6+Ti=0
c) 222+ 102+ 17=0 f) (142i)22 — (T+4i)z+5—5 =0

1.3.2 Décomposer dans R[z] et C|z] les polyndmes ci-dessous:

a) 24 —1 d) 26 -1
b) 2t +1 e) 2% — 622+ 132 — 10
c) 22 +1 f) 28492442722 + 27

1.3.3 Résoudre dans C les équations ci-dessous:
a) 24— (6+3i)23 + (8 +12)22 =0
b) 23+ 222 + (—4 + 4i)z + 16 + 16i = 0, sachant que —4 est un zéro

¢) 2% —422+ (8 +14)z — 7+1i =0, sachant que 1 — i est un zéro
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1.3.4 Démontrer que tout polyndéme a coefficients réels de degré impair admet au moins
un zéro réel.

1.3.5 Soit I'équation
3284222 472-20=0

a) Vérifier que le nombre complexe u = —1 + 21 est solution de I’équation ci-dessous.
b) Résoudre complétement ’équation ci-dessus dans C.

¢) En déduire une factorisation du polynéme
P(z) =32 +22* + 72— 20

dans I’ensemble des polynémes a coefficients réels.

1.3.6 On considére la fonction complexe f définie sur C — {—i} par

Z—1
Z+1

f(z) =

a) Déterminer le nombre complexe z tel que f(z) = 1.

b) Trouver les éléments z invariants par f, c’est a dire 'ensemble des nombres com-
plexes z tels que f(z) = z.

1.4 Propriétés géométriques des nombres complexes

1.4.1 Dans le plan de Gauss, on désigne par A, B, C et D des points non alignés dont
les affixes sont les nombres complexes z4, zg, z¢, zp. Prouver que le quadrilatére ABC'D
est un parallélogramme si et seulement si

Za—z2p+zoc—2p=0

1.4.2 Ecrire les équations des similitudes suivantes :

a) translation d’affixe 3 — 21,
homothétie de centre (0;0) et de rapport —2,
homothétie de centre (3; —2) et de rapport 3,

rotation de centre (0;0) et d’angle 7,

symétrie d’axe Oy,

)
)
)
e) rotation de centre (3; —1) et d’angle -7,
)
) symeétrie dont l'axe a pour équation = + y = 0,
)

symétrie dont ’axe a pour équation 2x —y +4 = 0,
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i) similitude directe laissant fixe (0;0) et envoyant P(4; —2) sur P’(12;8),

j) similitude indirecte laissant fixe (3;3) et envoyant U(—2;5) sur U’(0;4).
1.4.3 Démontrer que
a) la composition de deux similitudes directes est une similitude directe;

b) la composition de deux similitudes indirectes est une similitude directe.

1.4.4 Caractériser géométriquement les similitudes d’équation :

a) 2/ = -2 f) 2/ =iz -1+
b) 2/ = —2i 1+
) 2 =2z+3-2i o) # = +Z2+4
c) 2 =iz+3 V2
. 2t —1
14 /3i h) 2/ = (0.6 +0.84)z +
d) 2/ = z V5
2
e) 2 =(1+4+i)z+1—1 i) 2 =(1+V3)Z+V3—i

1.4.5 On donne les six points A, B, C, A, B', C' formant deux triangles ABC' et
A’B'C’" semblables. Déterminer ’équation de la similitude envoyant le triangle ABC' sur
le triangle A’B’'C” et la caractériser géométriquement :

a) A(—2;-3), B(2;-1), C(4;1), A'(0;3), B'(7;4) et C'(11;6);
b) A(0;0), B(1;0), C(0;1), A'(2; —1), B'(1;0) et C"(3;0).

1.4.6 Soit o la similitude dont 1’équation est 2’ = (1 — v/3i)z + 3 + 3+/3i.
a) Quelle est 'image par o du point d’affixe 1 + /37 ?
b) Soit p la symétrie d’axe y = v/3x. Donner son équation.

¢) Donner I’équation de poo, puis décrire sa nature. En donner en particulier les points
fixes.

1.5 Nombres complexes sous forme exponentielle

1.5.1 Démontrer les formules suivantes. Pour tout # € R, on a :

a) el = ei? , et =1 et (et0)~1 = 710
i0 | —if i0 _ —if
e’ +e e’ —e

) cos(@) 5 e sin(#) 57

10
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1.5.2 Ecrire sous forme polaire (z = r - €!?) les nombres complexes suivants :

a) z1=1—1 c) z3=1 e) z5 = —V3—i
b) 2o = —1+1 d) 2y =14+1iV3

Note : z =7 - = r - cis(f)

1.5.3 Ecrire sous forme cartésienne (z = a + ib) les nombres complexes suivants :

e) ws =3¢’

b) 'w2:3€_2i§ d) w4:3e” f) w6:ei”

=IE]

a) w; = 2€'s c) wy =e"

1.5.4 En utilisant la formule de Moivre, calculer cos(3 6) et sin(30).

1.5.5 En utilisant les formules d’Euler, linéariser cos®(f) et sin®().

1.5.6 Soit A, B, C' et D quatre points du plan et z4, zp, 2¢ et zp leur affixe respectif.
Démontrer que la droite AB est perpendiculaire a la droite C'D si et

. %D — 2C .
seulement si ——= € ¢ - R*.
ZB — ZA

1.5.7 Calculer les racines cubiques de —8.

1.5.8 Soit w=1+iV/3.
a) Calculer w*

b) Calculer w—1°

11
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1.6 Solutions des exercices

L’ensemble des nombres complexes

1.1.1
a) 3+1 h)
b) 0 i)
c) —1+T7i i)
d) —7i k)
e) 17+ 1)
£) 53 — 53i m)
g) 13+ 01 n)
1.1.2 On a i =1, j4ntl — 4 j4nt2 — 1 g4nt3 —
1.1.3 .
2 2
c)
1.14 z=3—-tetw=1—2
1.1.5
a) zZ1 =5+4 c)
b) Zy = —8 +i d)

1.1.6 10245
1.1.7 A
a) S = {1—3 —i—z}
b) S = {1+2v2i}
1.1.8 -

1.1.9 -

1 7
10 10"

119 — 1202

—1, avec n € N.

S ={2+i}

S ={2—5i}

12
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Nombres complexes sous forme trigonométrique

1.2.1 -~

1.2.2
a) [1;0] d) _\/5; %ﬂ}
b) [155] e) _2;%”]
¢) [2;7] £) [5;53,13°]
1.2.3
a) 2 —2/3i d) 2+ 2v/3i
b) —38\/5 N 3?@ ¢) —i
) — f) —1
1.2.4
) [6; ﬁ_g] b) [27]
c) [8;7]
1.2.5
a) 2 =—2, zfm=i
b) 2120 = 10V3 =104, 2/20 = —2v3/5+2/5i
) 212 =6, 2/z=-2/3
d) 2120 =40, 21/2 = 5/2
1.2.6
a) V13 d) 3 g) 6
b) V2 e) 1 h) 0
c) 2 f) 5 i1

1.2.7  cos(46) = cos*(8) — 6 cos?(6) sin?(6) + sin*(6),
sin(46) = 4 cos®(#) sin(#) — 4 cos(6) sin®(6).

1.2.8

2 [v2 ], [%-9”

'16

. 177w

W 25 ) 5]

13



Gymnase de Burier

Mathématiques |l

b) 244, —2—4, 1 —2i, —1 + 2i.

1.29 2 4 6 8 10 12
m s v Y T m
a) [170]7 |:177:|a |:]-a7:|7 |:177:|a |:]-a7:|a |:177:|a |:]-a?:|a

b) [2%] lQ%ﬂ] 12; 7], lQ%T] [2;9%}

1.2.10
a) +1 d) +3i
b) (g +?l> ) £(2+1)

£) £(2+ 3i)

1.2.11  Vrai pour 'opposé et la racine n-éme, faux pour la somme.

Propriétés algébriques des nombres complexes

1.3.1
a) S ={%5} —3+29
d>5:{——3——}
b) S = {+2i}
e) §={2—1i;1+4i}
-5 3.
(ﬁS:{iié* f) §={3—i~i}
1.3.2

&) (24 D)+ 1)z - 1),
(z+i)(z—d)(z+1)(2 — 1)

b) (224 V22 +»1)(22—\/§z +}1), | |
(=) ) ) )

¢) (24 1)(:2 -2+ 1),

(z+1) <z— 1+2\/§i> (z— 1_2\/§i>

14
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d) +D)(2—2z+1D)(z—1)(=*+2+1),

(z+1) (z— 1 +2\/§i> (z— 1 _2\/§i>

e) (z—2)(z2 -4z +5),
(z=2)(z—2—-10)(z —2+1)

f) (2% +3)3,
(2 + V3i)* (2 — V/3i)?

1.3.3
a) S =1{0;4;2+ 3i} c) S={1—-142—14;1+2i}
b) S = {—4;2i;2 — 2i}

1.34 -

1.3.5
a) —
b) S={-1+2i;—1—-2i;4/3}
c) P(x)=(B8x—4) (2 +2x+5)

1.3.6
a) —1
b) 2 = ”2\/5(1—2’) et 2= 1‘2\@(1—@)

Propriétés géométriques des nombres complexes

1.41
1.4.2
a) 2 =2+4+3—-2i g) 2 =—iz
= — -3+ 4 —16 + &
b) z 2z h) o = ;r L 5+ i
c) 2 =32—6+4i .
& #—is ) oo B4
- 3
2(1 =1 13 —11¢ 81+ 159
g »=Y20Z0. 5 pipvaoni ) o= Ly SLE 100
2 29 29
f) 2/ =-2

15
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143 -
1.4.4
a) symeétrie d’axe Oy
b) translation de vecteur d’affixe 3 — 2i
. . ) . , 3 3. ,
c¢) renversement sans point fixe : composition d’une translation d’affixe 3 + 3¢ et d’'une
symétrie d’axe 2x — 2y — 3 =10

d) rotation de centre (0;0) et d’angle %

e) composition d’une rotation de centre (1;1) et d’angle % et d'une homothétie de
centre (1;1) et de rapport v/2
f) symétrie d’axe x —y +1=0

g) renversement sans point fixe : composition d’une symétrie d’axe

(V2 — 1)z —y—2(v/2—1) =0 et d’'une translation d’affixe v/2 + 2 + 1/2i
h) symétrie d’axe 2z — 4y + /5 =0

V3

i) composition d’une homothétie de centre (T’ —1) et de rapport 2 et d’une sy-
métrie d’axe 3z — 3y—2=0

1.45
3—1 9+ 13
a) 2/ = Loy + Z, composition d'une rotation de centre (2; —11) et d’angle —18.43°

2 2
V10

et d’'une homothétie de centre (2; —11) et de rapport 5

b) 2/ = (=1414)2 + (2 — i), composition d'une d'une symétrie d’axe (1 — v/2)z —y +
V2 —1 =0 et d’une homothétie de centre (1;0) et de rapport v/2.

1.4.6
a) 1+ +/3i (c’est un point fixe)
—1++3i_
—Z
2

¢) 2/ = —22+43+34/3i, c’est une homothétie de centre (1;+/3) et de rapport 2, le point
fixe étant (1;/3).

b) 2/ =

16
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Nombres complexes sous forme exponentielle

1.5.1 -~
1.5.2

a) 2 = \/§6i77r/4
b) 2o = \/iei37r/4

1.5.3

a) wy =V3+1i
b) wy = —3/2 —3+/3/2i

1.5.4 -
1.5.5 -
1.5.6 -
1.5.7 -

1.5.8
a) —512

c) 23 =e'"/? e) z5 =2e /6

d) z4 =2€'"™/3

e) ws =6/2+6/2i

f) w6:—1

¢) ws =+/3/2—1/2i
d) wy = -3

—27/31

b) —w /2048 —
) —w/2048 = =

17






Chapitre 2

Analyse

2.1 Propriétés des nombres réels

2.1.1 Pour chacun des ensembles S ci-dessous, trouver, s’ils existent, le minimum, le
maximum, ’ensemble des minorants, I’ensemble des majorants, la borne inférieure et la
borne supérieure :

2) [0: 1] b)10; 1] 0 {27} Q) {%\neN*}
e) {0} £) [051]U[2;3] g) {zr eR|z <0} h) {0;1;2;4;8;16}

i) {%|ppremier} j) {#? |z e R} k) {sin(%) |n€N} ) {20 —2? |z €[2; +o0 |}

2.1.2 Soit S un sous-ensemble non vide et borné de R.
a) Prouver que si sup(S) appartient a S, alors sup(.S) = max(S).
b) Prouver que si inf(S) appartient a S, alors inf(S) = min(95).

2.1.3 Soit S un sous-ensemble non vide et borné de R.
a) Prouver que inf(S) < sup(S).
b) Que peut-on dire de S si inf(S) = sup(S) ?

2.1.4 Ecrire expression a — |a — |al| sans utiliser de valeur absolue.

2.1.5 Soit z,y € R. Montrer que :

r+y—|r—y|
9

r+yt|r—yl
9

max(x;y) = et min(z;y) =

19
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2.2 Généralités sur les fonctions

2.2.1 Déterminer I'ensemble de définition des fonctions suivantes :

a) f(r)=4-"5x b) f(z)=2*—x—2
c) f(z)=(z+4)2*2+u2) d) f(z) = —62° + 112 — 3z
e) f(z)=a3+ 222 —4x -8 f) f(z) =a*+52* — 36

2.2.2 Déterminer I'ensemble de définition des fonctions suivantes :

2 )= "D b) f2) = ooy
o sy = ETTLL] D fla) =2
e) Jlz) =7 i 52 i 1 b fle)= (1:5533)?;—) )

2.2.3 Déterminer I'ensemble de définition des fonctions suivantes :

a) f(x)=vVx?+zx+1 b) f(z)=+vVx—1J/x -5

Q) f@) =T D 5) B fa) =
r+1 ?+ T

© J@=\73 DI =r=

2.2.4 Déterminer I'ensemble de définition de la fonction

g(x) =Vat — 1223+ 3422 + 122 — 35

2.2.5 Déterminer 'ensemble de définition des fonctions suivantes :

2) f(z) =In(7 - 22) b) fla) = e
St 1/(x+2

) F@) = T 0@ d) f(z) = 3Y/E+2)

©) J(z)=log, (?,fi) f) flx)=10"

20
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2.2.6 Calculer dans chaque cas la valeur de (f+g)(z), (f —9g)(z), (f-g)(z) et (i) (x).

9

Donner ensuite les ensembles de définition des fonctions f+g¢g, f —g, f-g et =.
g

a) f(z) =3 et glx) = 27 b) fla) = 2 et gla) =

Tz —4
&) f(z) = V& et g(z) = Viz d) f(z) = In(x) et g(z) = In(1 - a)

2.2.7 Soit f, g et h trois fonctions définies par f(x) = 2z, g(z) = 2x — 1 et h(x) = 2%
Calculer :

a) (fog)(zr) b) (ko f)(x) c) (gohof)(z)

2.2.8 Dans chacun des cas suivants, donner (f o g)(z), Dyog, (90 f)(2), Dyos-

2
et g(x) = -

a) f(x) =23z et g(x)=Vr+2 b) f(x) =

3r + 2

2.2.9 Les fonctions f suivantes sont des fonctions composées. Donner une décomposi-
tion possible de f en deux fonctions : f = g o h.

?) f(e) = vz +1 b) f(x):x2+1x+3

o) fl@) = (x+2) d)f@%:j?ji

e) f(x)=log(a*+4) £) flx)= 3%
2.2.10 Tracer le graphe des fonctions suivantes :

2) flr) =2 b) f()=2a

c) flx)=x+4 d) f(z)=3z—-6

e) flx) =—2z+3 f) flz)=a>+z -2

g) f(z)=4-2 h) f(z)=a2>—22+3

i) flz)=-22"-Tox+4 i) flz)=a%+4a+4

21
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2.2.11 Tracer dans le méme systéme d’axes les graphes des fonctions suivantes :

fl@)=a, fole) =2* | fs(z) =2, fa(x) = 2", fs(x) = 2°

2.2.12 Esquisser le graphe des fonctions données par :

2) f(z) = 37 et g(x) = logy(a) ) 1) = (5) et olo) = oy o)
&) f(x) = ¢ et g(z) = In(z) &) (&) = 107" et g(z) = logy, (2)
2.2.13 Esquisser le graphe des fonctions données par :

a) f(z) = E(2x) b) f2)=E(3)

o) flz) = B) &) f(@) = sgn(e? — 42)

&) f(z) = (sen(e)) 0 () =2l

9 ()= b (@) = Vil

2.2.14 Dans le systéme d’axes ci-dessous, esquisser les courbes:

r4 a) y=f(z+3)

1 b) y=f(z-3)

1 c) y=f(zr)+3

1 Yo d) y=/f(z)-3

K / &) y=-3f()
O IR an e o e f) y=—3f(x)

| g) y=—flz+2)-3

T h) y=flx-2)+3

2.2.15 Tracer le graphe des fonctions suivantes :

a) f(z)=lz| =2, g(x)=|z|+ 1, h(z) =]z =3, k(z) = |z + 1| et l(z) = —|z| + 1
b) f(x)=+vVzr+4, glx)=2/ret h(z) =V —1—4

¢) flz)=2-3ctg(z)=-"25
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d) f(z)=2"—-2, g(x) =2"" et h(x) = —2°
e) f(z) =In(z —1), g(z) = 2In(z), h(z) =In (1) et k(z) = |In(z)|
f) f(z) =2+ sin(z) et g(x) = | cos(x)|

2.2.16 Tracer le graphe des fonctions suivantes :
a) f(z)=[4— 27 b) f(z) =z +4=2[+1

c) f(z)=|2*—2z| -1 d) f(z) =z —1|+]|z+2|

2.2.17 Représenter le graphe des fonctions définies par :

T+ 2 ,siz < —1

a) f(z)=4¢ 2° ,si —1l<z<1l D) f(g;):{a/E ziizg
—x+3 ,siz>1 ’ =
22 —1 _ . 22 [ siz<0
c) flx)= x+1 R d) flx)=4¢ 3z ,si0<z<1
3 ,six=—1 3 ,six > 1
2.2.18

Quelles valeurs doit-on attribuer & a et a b pour que le graphe de f puisse étre
tracé « sans lever le crayon » ?

4 ,six < —H
ar+b ,si —Hh<xr< -1
xr) = =7 =
/(@) 224+1 ,siz>—1
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2.2.19 Déterminer si les fonctions suivantes sont paires, impaires ou ni I'un ni 'autre :

a) f(z) =9z — 32> +2 b) f(z)=a—2x

c) f(z)=5 d) f(z) =248z +2

Q) fla)="2 "7 0 S =5

8) J(@)= =5+ — h) f(x) =%+ 302 - 1
i) fz) = Va ) f) = o=

k) f(z) =|z® — 3z| + 1 D) flz) = |x‘x_ ]

m) f(z) = sin(x) + cos(x) n) f(z) = sin’(x) - cos(x)

2.2.20 Quelle est la parité des fonctions f + g, f-g, foget go f si:
a) f et gsont deux fonctions paires ?
b) f et g sont deux fonctions impaires ?

c) f est une fonction paire et g une fonction impaire ?

2.2.21 Calculer f(z+h) — f(x) si:
a) f(z)=2*+22—-16

b) )=

c) flz)=v2x—7

2.2.22  Soit f(z) = 22?+8 x. Montrer que pour tout nombre réel a, f(2a) = 2 f(a)+4 a>

2.3 Fonctions injectives, surjectives et bijectives

2.3.1 Déterminer les applications injectives, surjectives ou bijectives.

f1 /RS 7z f4 4 = 7 f7 N —» N
a) r — 2x+1 d) r — 1 g) r = a2
WEUEZE gRiEzio oy hcRoE
) f3 7Z — 7 f) fe N - N ) fo R — R
r — x—3 r = x+2 r — 2x+1
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. f10 R —- R f12 R — R+ f14 R —- R
j) z — 1) x — 2 n) r = e’
k) Jfu : R — 3]1_% , m) Ji3 Ry — R; 0) Jis ¢ Ry — R
A R r = r +— log(x)
2.3.2 Définir 'application réciproque des bijections.
o LD o F LD e
f2 R = R f) f6 /RN Z
b) r = 32 r — x—3
fo + R={1} —» R—-{2}
) 3 R — R g) 2x+1
x — 2x+43 x —>
rz—1
fit R* o R fs o R={1} = R-{1}
d) 1 h) z+1
r = = x —
T rz—1

2.3.3 Déterminer ’ensemble de définition et I’ensemble d’arrivée pour que les fonctions
suivantes soient des bijections. Puis donner leur réciproque.

a) f(z) =2’ d) f(z) = cos(z)

b) f(z)=2*+2—6 e) f(z) = tan(x)

¢) flx)=—a*+4x f) f(z)=sin(2z)
2.3.4 Soit f: R — R définie par f(z) = | ixxz'

a) f est-elle injective ? surjective ?
b) Montrer que f(R) =[—1;1].

¢) Montrer que la restriction g : [—1; 1] — [—1; 1], définie par g(x) = f(x) est une
bijection.

2.3.5 Soit f : [1;4o00[— [0; +oo] telle que f(x) = 2? — 1. La fonction f est-elle
bijective ?
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2.4 Suites de nombres réels

2.4.1 Calculer les quatre premiers termes des suites :
n

a) n+2,avecn21 b) 1+ (=1)", avecn > 1
¢) nsin (%),aveanl d) vn?+3n—mn, avecn > 1

2.4.2 Calculer les quatre premiers termes des suites :

=3
a; = 1 [45]
a) {an+1:2an+1,sin21 b) {an+1:L32,sin21
ay = 2 ay = 1
1 1 1 1
) anH:—(an—l——),sinzl d) anH:—(an—l——),sinzl
2 Ap 2 Qp
2.4.3 Trouver les termes généraux des suites :
a) 4 7 10 13 16 .. b) 2 8 18 32 50
1 1 1 1 1 1 2 3
1 — = — = .. dd —- 0 - - =
2 2 3 15 ) =3 15 6

e) -3 9 -27 81 -243 .. f) 1 V2 V3 V2 V5

2.4.4 Les suites ci-dessous sont-elles minorées, majorées, bornées, croissantes, décrois-
santes ?

1
a) an =2— —, avec n > 1 b) b, = —n!, avec n > 1
n
n
_ 9,2 _
¢) ¢, =2n*—Tn, avec n > 2 d) n—m,avean?)
=1
_ ali(-1)n > f1
e) e, =3 ,avec n > 1 f){fn+1:1+2fn,sin21

2.4.5 Soit la suite (u,)n>1 et € > 0. Si on accepte que la suite converge vers L, trouver
le plus petit entier positif N tel que | u, — L |< €, pour tout n > N.

3
a) u, =——,avec L=0et e=0,1 b) un:L,avecLzlete:O,%
n—2 n—+1

En considérant e quelconque, démontrer que les suites ci-dessus sont convergentes.
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2.4.6 Calculer :

4 2n?
a) lim n b) lim n
n—oo 2n — 1 n—oo 1 — n2
2n(—1
¢) lim — d) lim Snt2n(=Y
n—o00 N, n—oo n
2n — 1)4 7n?
e) lim Zn-17 f) lim 1

n—oo y/m4 — §

2.4.7 A l'aide du théoréme des deux gendarmes, calculer :

—1)"
a) lim COS(Qn) b) lim (=1
n—oo N n—oo N
i | |
R ) 4 lim ™
n—00 n2 + 1 n—oo N
li in (2 f) i 1E R
e) Jim nsin | —5 ) Jim - (nz) , avec x € RY

Ulz\/é
Upi1 = V22U, ,sin>1"

a) Montrer que la suite (u,),>1 est croissante et majorée par 2.

2.4.8 Une suite récurrente est définie par {

b) Prouver que la suite (u,),>; est convergente et calculer sa limite.

U1:2

2.4.9 Une suite récurrente est définie par Uy . )
un+1—T,51n21

n

a) Montrer que la suite (u,),>1 est strictement décroissante et minorée par 0.

b) Prouver que la suite (u,),>; est convergente et calculer sa limite.

. . Lo up =1
2.4.10 Une suite récurrente est définie par { Uy = VIZFu,  sin>1

a) Montrer que u, < 4, pour tout n > 1.

b) Montrer que uZ,; — u2 = (4 — u,)(3 + u,), puis en déduire que la suite (u,),>1 est

n
croissante.

c) Prouver que la suite (u,),>1 est convergente et calculer sa limite.
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2.4.11 Calculer :

. 2n? -3 ) 1
@) [l = b) lm, (" | _n)
c) lim kil d) lim (vn?+n—n)
2 2 _nd 142+ ..
¢) lim (,; N m) £) lim P2 En
n—oo n—1 n—o00 n2
a; = 3
2.4.12 Une suite récurrente est définie par an, +12 | .
Apt1 = 1 ,sin>1

a) On pose v, = a, — 4. Démontrer que (v,),>1 est une suite géométrique.

b) Donner le terme général de la suite (a,),>1, puis calculer sa limite.

2.4.13 Dans un carré dont le c6té vaut 1, on inscrit un cercle, dans le cercle un carré,
et on répéte 'opération. Calculer la somme des aires des carrés.

2.4.14 Dans un carré de coté 1, on trace un carré dont les sommets sont situés au tiers
des cotés du carré initial, et on répéte 'opération. Calculer la longueur de la spirale dont
les premiers segments sont tracés en gras ci-apreés :

2.4.15 On construit une spirale a 'aide d’une série de demi-cercles. Le diamétre du
premier demi-cercle vaut 1 alors que le diamétre de chacun des demi-cercles suivants est
égal aux trois quarts de celui du cercle précédent. Quelle est la longueur de la spirale et
autour de quel point s’enroule-t-elle ?
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2.5 Limites de fonctions

2.5.1 Lire les limites : lim f(z), lim f(z) et lim f(x).
>

< r—ra
a) b) flafb — — — — °
sl |
|
| Gl = =
' |
| |
| |
a a
A
c) d
bl — —
|
| fla)
|
fla)f —— — — c
a a

2.5.2 Calculer les limites suivantes :

a) iiinl(élx?’ —2r +x —1) b) xlirg(ﬁ — 5x)

o iy T )l

) Ly ver =5 0 S
) Jimeos (v+3) 0 S

2.5.3 Calculer les limites suivantes :

. oT—=3 . 10022
R Er R
-2 1 21
c) lim (z=2)(x+1) d) lim ©
=2 (z +4)(z — 2) =l o —1
n 2?4 22 — 15 £ 1 22 —4dx
m——
© z—5 12 4+ 8xr 4 15 v—4 1% — 16
2 2 3 _ 2 1
g) lim o7 h) lim¢

a1 33 — 422 — T2 + 10
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2.5.4 C(Calculer les limites suivantes :

z— 16 V-5

@) e b) lim o

c) lim4_— V16 +h d) hmx—2
h—0 h =0 /2 4+1—1

) T —9 £ i 1+vt—2

O S ar =13 R

. xr— 2 . rx+VTr+6
g) lim h) lim ————
=2/ +1—+2x—1 =23 4+/2—1

2.5.5 Calculer, si elles existent, la limite a gauche, la limite & droite et la limite des

fonctions suivantes pour z tendant vers xg :

W f@ =" =0 b £ =5 =0
O fo) =T n= O R N L

2.5.6 Utiliser le théoreme « des deux gendarmes » pour déterminer :
oo (1 . 1
lim z°sin | — et lim v/x cos | —
z—0 x x;O x

2.5.7 Montrer que si 0 < f(z) < 3 pour tout x, alors lim(x - f(x)) = 0.

z—0
2.5.8 Calculer les limites suivantes :
2) lim sin(2z) b) s%n(3x)
=0 1 20 sin(2x)
x
sin <—> t 7
c) lim Y VA d) lim z‘m( z)
@0 br 20 sin(3x)
-1 t
e) lim sin(@ — 1) f) lim an(z)
z—1 x—1 z—0 €T
1—
g) lim —————= (;os(x) h) lim COS(?
z—0  sin”(x) a3 o Z
2
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2.5.9 En amplifiant chaque fraction par cos(x) + 1, montrer que :

cos(x) —1 _ l—cos(z) 1

lim 0 et lim ———= =
0 T -0 2 2

2.5.10 Trouver une fonction f non définie en a telle que lim f(x) = b :
T—a

a) a=2ectb=3 b) a=—-letb=7

2.5.11 On donne la parabole d’équation y = x2. Pour tout point M de la courbe (distinct
de lorigine O), on trace la médiatrice du segment [OM]. Celle-ci coupe I’axe des ordonnées

en un point N. Vers quelle valeur tend 'ordonnée du point N lorsque le point M tend
vers O 7

2.5.12 C(Calculer la valeur limite de la solution la plus proche de zéro de l’équation
ar’ + 3z + 1 = 0 lorsque le coefficient a tend vers 0.

2.5.13 Dire pour chacune des quatre figures ci-dessous quelles sont les notations auto-
risées parmi 1), 2),..., 9):

Figure A Figure B Figure C Figure D
¥ k ¥
/ y
j ¥y
Va a i
a I N\ ) — .-/?E
7| \",\J : ‘

1) oo 4) o 7)) oo
lim f(z) =< 2) +o0 lim f(z) = { 5) +oo lim f(z) = { 8) +o0
e 3) —o0 <t 6) —oo >t 9) —o0
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2.5.14 Calculer les limites suivantes :

2 +32+6 .+ 2x—15
a) lim —————— b) lim ————
-2 (24 2)2 z——-3 12 4+ 8x + 15
2
_3 _
c) lim Z ‘ d) lim = 5
=0 13 =5 5 —
>
1 x? 1
: 2 _ ' _
e) ilfi@x 5x+3)x_1 f) lim (:c—l x—l)
x—1 ) 1 4
8) zlggaj—i—Q b) }:g(x—Q_x2—4)

2.5.15 Lire les limites : lim f(z), lirf f(z) et lim f(z).
T—r+00

T—r—00

a) b)

y r

2.5.16 Calculer les limites suivantes :

20 — 4 —322+1
a) lim Lot b) lim 73x +
244 2 4 -1
¢) lim v+ Ar+29 d) lim 3z +4)(z—1)
z—oo 12 — 2 +4 z—o0 (22 4 7)(1 — bx)
(z+1)"(2z + 3)* . (22?1
f) 1 1—-2
°) Fboo (2x + 1)3(z — 98)8 ) e\ 71 v
, 20 — a3 , 1+ 5x — 322
g) xginoo<3x+1+x—l) h) Q}Lrlgo<—x_2 +3x+1)
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2.5.17 Calculer, si elles existent,

a) f(r)=Val+zr+1—x

c) flx) =vVa2+2r— Va2 +4

e) f(x)=2x — cos(x)

9 fa) = wsin )

X

2.5.18
sont vérifiées :

F(0) = lim f(x) =2, Tim_f(z) = o0, lim f(z) =4, lim f(x)

2.6 Continuité

lim et lim pour les fonctions f suivantes :
T—r—00

i
b) f(:L’) _ 4x1—+4ll‘+3
y gy = B
) fa)= 2
) o) =sin ()

T—2

> <

=3 et lim f(x) = 0.

Représenter le graphe d’'une fonction pour laquelle toutes les conditions suivantes

2.6.1 Déterminer la nature des discontinuités de la fonction f dont le graphe est repré-

senté ci-dessous :

y=£fx)
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2.6.2 Déterminer la nature des discontinuités des fonctions suivantes :

D) )= — b) f() = T HE
3 2

&) f(x) =2 —2w+1 Q) )=

LR P eI FURE

2.6.3 Sur quel ensemble les fonctions ci-dessous sont-elles continues ?

2) flz) = 6;:% b) fz) = 2+ V25 — 22
c) f(x) = arcsin(a? — 1) d) f(z) = sgn(z? + 2)

e) f(r)=FE(r)—w f) f(z) = cos (l)

x
2.6.4 Montrer que 'équation cos(x) = x posséde une solution dans [0; 1].

2.6.5 Etudier le signe des fonctions suivantes :

a) f(x)=—z++br—4 b) f(z)=av9 —a?

IREEEY
o 2

c) f(z) d) f(z) = sin(z) + cos(x) , sur [0; 27]

Xz

2.7 Asymptotes

2.7.1 Pour les fonctions suivantes, on demande : 'ensemble de définition, les asymptotes
(avec étude de position) et le tracé du graphe.

2 -9 2 1
Q) f@) = b) fla) =T
222 4+ 6 s
) S0 = e Q) f@) =1
2_4 3_32 92
Q) fla) = 5——— 0 fla) =
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2.7.2 Déterminer I’ensemble de définition et les asymptotes des fonctions f données par :

x
x
+1

b) flz) =+ VaZ 1

A) fa) =y
1 1
O fla) =1/ Y 1@ =\ =7
¢) f(z) =2 —3— VI F 6z £) fla) = 22V 921* 2o+
2.7.3 On considére les 12 fonctions rationnelles :
432 2x
h@) = om 7 Llr)==2v45+ =7 Slo) =75
1 2z 1
Jalz) = x—7 fs(@) = x—7 Jolz) = (x +1)(z + 10)
7
)= A@ =25 )= 14
7 22?2

Déterminer, sans aucun calcul, parmi les fonctions rationnelles proposées ci-dessus, la-
quelle est caractérisée par les asymptotes suivantes :

Asymptote verticale
r=—1
r=—1,z=-10
aucune
=7

r=-2,xr=2

r=—1

aucune

aucune

r=—-1,z=-10

y=20
Yy =2
y=2
Yy =2
y=1
y=—2x+5
Yy =2
y=1
y=—2x+95
y=20
y=—2x+5
y=20

Asymptote horizontale ou oblique
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2.7.4 Trouver une fonction admettant les asymptotes suivantes :

a) r=—-4,r=2y=3 b) y=2x—-5z=1

2.7.5 Déterminer, suivant les valeurs de I'entier naturel n, les asymptotes de la fonction
"+ 3
définie par f(z) = )
f par f(z) = 53—

2.7.6 Déterminer a, b et ¢ sachant que la fonction f définie par

ar® + 6x + 8

fle) = 2+ bxr+c

admet les droites x = 0, x = 2 et y = 1 comme asymptotes.

2.7.7 Déterminer a, b et ¢ sachant que la fonction f définie par

ar® + bx

fla) =

admet les droites x = 3 et y = x + 2 comme asymptotes.

2.7.8 Déterminer a, b, ¢ et d sachant que la fonction f définie par

_ax2+bx+c

f(@) r+d

dont le graphe passe par le point A(2; —2) et qui admet les droites x = —3 et y = —2z+1
comme asymptotes.

2.8 Dérivées

2.8.1 Calculer f'(z), a partir de la définition de la dérivée, si :

a) f(z)=4 b) f(z) =2z —5

¢) flz)=2a>+1 d) f(a:):3x1+1
4r — 1

e) f(x):x+1 f) f(z)=vz—3

2.8.2 On donne la fonction f(z) = —2? + z + 2.

a) Calculer sa dérivée.
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b) En déduire les pentes des tangentes au graphe de f aux points ou il coupe les axes

de coordonnées.

c) Représenter le graphe de la fonction, ainsi que les tangentes dont on a calculé la

pente.

2.8.3 Les fonctions suivantes sont-elles dérivables en a ?

a) f(r)=lz—-2],a=2 b) flx) =zv/]x|,a=0
¢) f(z)=+/1+sm(2z) ,a= —g d) fla)=|22—1]|-2 ,a=-1
o (1 <0
2.8.4 On considére la fonction f définie par f(z) = TS ) BLE )
0 ,six >0
Montrer que f est dérivable en 0 et que f/(0) = 0.
(1 : 0
2.8.5 On considére la fonction f définie par f(z) = TR L  SLT <D
0 ,six >0

a) Montrer que f est continue en 0.
b) La fonction f est-elle dérivable en 07

2.8.6 On considére la fonction f définie par f(z) = /1 — 22. Calculer la dérivée de f
en a €] — 1; 1], puis étudier la dérivabilité de f en —1 et 1.

2.8.7 Calculer la dérivée de chacune des fonctions suivantes :

a) f(x) =47
c) flz) =2’
e) f(z)=>5z"

g) fla)=a’+2’+a+1
i) f(x)=2>+52x—-6

2 5
k) f(z) = §x3—§x2+2x+4

b) f(z) =3z

d) f(z) =8z

) f(r) =50

h) f(z)=Te* — 3248

j) flz)=a2%+52% — 22 +4

) f(z) = 22" — g:p3+§x2—x+\/§

4
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2.8.8 Calculer la dérivée de chacune des fonctions suivantes :

a) f(x) = (z+1)(z—3) b) f(z) =x(a® +5)

¢) flz) = (T2 — 4z + 3)(5 — 22) d) f(z) = (22— 1)(2 — 22)(1 + 2)
Q) fla)= 3 D) =5

8 f) = 5 ) fa) =

i) f(z)= %—Sff)’ i) fla)= x"fl

k) f@):H%—% 1) f(:p):x33;4+x

2.8.9 Calculer la dérivée de chacune des fonctions suivantes, ot a, b, ¢, d, h, m, t et w
sont des constantes :

a) f(x)=mz+h b) f(z)=(w—1)2%+w(z —3)
ar +b
¢) flz)=ax®+br+c d) f(x):c:erd
x 37% + 2ax + 2a
e) f(x):$+t f) flz) = 24+ axr+a

2.8.10 Calculer la dérivée de chacune des fonctions suivantes :

a) f(x)=(2x+3)" b) f(z)=(@B-x)
¢) fla) = (a®+ 5z + 1) d) f(2) = (* - 22)"
e) f(x)=2*(5z+2)° f) flz)=2+2)*(1—2)°
g) flx)=(2z+5)°@3z 1) h) f(z) = (1-32)*2 - z)(x +3)°
1 ) x
) ()= ) I =
(- w(r — )
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2.8.11 Calculer la dérivée de chacune des fonctions suivantes :

a) f(z) =
c) f(x)= !

¢) J(x)= sin(z)
~ cos(x) +2
¢) J(x)= cos(z) + 3

X T
(T 4 _)
sm<2>+3cos< :1:+3

k) f(z) = tan’(8x)

=
8

~—
I

b) fla) = ¥z
d) f(z) =822 —bxr+3

£) flx) = /(42 = 22)°

) @)= 5
) (@) = 2

b) f(x) =tan(z) —x

) 10 = e
0 flo) =TS

h) () = sin’(a)

, _ sin(3z)
i) flz) = cos(5x)

) f(z)=+/1—tan(2x)

2.8.13 Calculer f'(x), f"(x), f®(x) et en déduire f™(z) pour les fonctions suivantes :

a) f(r) = apx™ +an_ 12"+ ...+ a1z +ag

c) f(z)=sin(z)

b) f(z) = —

Cl—=x

d) fz)=vr+1

2.8.14 Déterminer les coefficients a, b et ¢ de la fonction f(z) = —x® + az?® + br + ¢,
sachant que f(2) = —1, f'(2) =0et f"(2) =0.
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2.8.15 Former I’équation de la tangente au graphe de f en son point d’abscisse a, si :

_:c—i—3

a) f(z)=1+2z—2% a=1 b) f(z) ,a=3

sin(x)

c) fla)=v2r+1,a=4 d) f(x)= a=0

~ sin(z) + cos(z)’
2.8.16 En quel point la tangente a la courbe y = 22 a-t-elle une pente égale & -3 7

2.8.17 Calculer 'abscisse des points en lesquels la tangente au graphe de
flx)= 2*— 2 — Br+ 2

est paralléle a la droite passant par A(—3;2) et B(1;14).

2.8.18 En quels points la courbe y = % a-t-elle une tangente horizontale 7
x

2.8.19 Déterminer les abscisses en lesquelles les graphes des fonctions f(z) = cos(x) et
g(x) = sin(z) admettent des tangentes paralléles dans [0; 27].

2.8.20 Déterminer la valeur a attribuer au nombre réel m pour que la tangente a la
courbe d’équation y = +/1 —ma au point ou elle coupe Oy soit parallele a la droite
3

d’équation y = 3%

4 ar+b ‘

2.8.21 Déterminer les coefficients a, b, ¢ et d sachant que la courbe y = ————
cx?+dr —2
e admet la droite x = 2 comme asymptote verticale,

e n’admet pas d’asymptote horizontale,

e passe par le point P(1; —2) et qu’en ce point la pente de la tangente vaut —5.

2.8.22 Pour quels réels a et b le graphe de la fonction f(z) = 23 + ax?® + bx admet-elle
pour tangente au point d’abscisse —1 la droite d’équation y = x +47

2.8.23 Déterminer les équations des tangentes au graphe de f issues du point P :
a) f(z) =a*, P(5;9)
b) fla) = b, P(0;~2)
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2.8.24 Quels sont les points de la courbe y = 23 + 22 en lesquels la tangente passe par
I'origine 7

2.8.25 Calculer I'angle formé par les courbes en leurs points d’intersection :
a) y=a°ety=a3

2
xr° —

1 et 'axe Oz,
x

1
c) y=sin(2z) et y = 5 tan(z), avec = € [O; g}

2.8.26 Déterminer les nombres réels a et b pour lesquels les courbes y = 2% + az? + bx
et y = 2% — 62 sont tangentes en un point d’abscisse 4.

2.8.27 Déterminer k € R pour que les courbes y = \/x+k et y = §+3 soient tangentes.

Calculer le point de tangence.

2.8.28 Quelle valeur faut-il donner au réel a pour que les graphes des fonctions f(z) = z*

1
et g(z) = 5 ax? se coupent & angle droit.

2.8.29 On considére la fonction f définie par f(z) = v/x3 — 27 sur lintervalle [0;3].

Montrer qu’il existe un point du graphe de f ou la pente de la tangente est égale a 1.

2.8.30 On donne la fonction g par g(z) =| = |-1. Alors g(—1) = g(1) = 0, mais ¢’ ne
s’annule pas dans [—1;1]. Est-ce un contre-exemple au théoréme de Rolle ?

2.8.31 Montrer que la fonction f(z) = sin®(x)+cos®(x)+ 3 sin?(x) cos?(x) est constante.

2.8.32 Prouver que, pour tout x € [—1;1] : arcsin(x) + arccos(x) = g
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2.9 Applications de la dérivée

2.9.1 Calculer les limites suivantes :

o+t 4+
a) lim —
=0 1% — 3x
)i z—4
c¢) lim ——
z—4 S +4 -2
3z)—1
) iy S0 =1
z—0 xr
arcsin(x)
g)

230 arccos(z) — /2

) 2?4 2r—3

lm ————

t——-32x2+3x —9
3—+vVx+6

d) lim ——
) xg\/x—l—l—Q

3

b)

f) lim

2—0 T — sin(z)

h) xli)rfoox(Q arctan(z) — )

2.9.2 Etudier la croissance des fonctions suivantes :

a) f(x)=2x*—-3z b) f(z) = —z*+22% + 12

Q) flx) = (x+2)(r ~ 3’ B fla) =22
_(z— 1)? o
) f(z)= 12 f) f(x)—x2+1

g) f(z)=2%V/6 — 2?2 h) f(z) = sin(z)(1 + cos(z)), sur [0; 27]

2.9.3 Dessiner un graphe possible de y = f(z) connaissant les informations suivantes
sur la dérivée :

e f(x) <0, pourz €] —o0; -3,
e f'(x)=0,pourz =—-3etx=0,
e f'(z) >0, pour z €] — 3;0[U]0; +00].

2.9.4 Montrer que la fonction f(x) = % admet un maximum d’abscisse 1. En
x
déduire lequel des deux nombres ci-dessous est le plus grand,

1,000 000 000 003 ou 1,000 000 000 004
1,000 000 000 0032 + 1 1,000 000 000 0042 +1

2.9.5 La concentration C(t), en milligrammes par litre, d'un certain médicament dans
le sang d’'un patient est donnée par

(t) = 0,16t
24 A4t+4
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ol t désigne le nombre d’heures suivant la prise du médicament. Aprés combien de temps
la concentration est-elle maximale ?

2
admette un ex-

2.9.6 Déterminer k € R* de telle sorte que la fonction f(z) = ::—k
x

tremum dont l'ordonnée est égale & 8. Préciser ses coordonnées, sa nature (minimum ou
maximum) et son type (global ou local).

2.9.7 FEtudier la courbure des fonctions suivantes :

a) f(z)=32*+8z+ 10 b) f(z) =243z +38
) @)= (-1 D J@) =

z -1
o flr) = D f) =5

g) flz)=v1-2a? h) f(x) = cos?(x), sur [0;27]

2.9.8 Déterminer 'équation de la tangente a la courbe y = 2® — 32? en son point

d’inflexion.

2.9.9 Déterminer les paramétres a, b et c tels que f(x) = z* + ax® + br? + ¢ admette
en r = 1 un point d’inflexion en lequel la tangente au graphe soit la droite d’équation

y = 162 — 5.

2.9.10 Etudier les fonctions suivantes :

a) f(z) = 30t + 4o b) f(z) = d2® — 3z + 1
Q) fa) = 2@+ 17 22| B f)= 2

) fa) = D 1) - S

Q) f) = VI P W f@) =\ =

) fa)= [ i) () = sin’(r) ~ 2cos(a)
) J(x) = sin(z) + VBeos(z) ) o) = e
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2.9.11 Pour chacune des fonctions f représentées graphiquement ci-dessous, détermi-
ner : 'ensemble de définition, la parité, la périodicité, le signe, les équations des asymptotes
avec la position, la croissance avec les coordonnées des extremums et la courbure avec les
coordonnées des points d’inflexion.

a) b)

c) d)
| 4 | [
| | ° '

3,

[
| | ) |
| R [
| | ) '
| ‘ | !

2 |
| |

0 [

5 4 3 2 1 0 1 B 3 4 5 1

|
| } | D L
I I 3 2 -1 0 1 I 2

/
_____ —_ 2 —_

+ = ! 7
f | | /7 |

| ? | 2/
s |
I -4 I 4 7 -3 I
| | , |

f
| & | v . |
/
| | |
-6, / 5.

| | 7 |

2.9.12 Parmi tous les rectangles dont le périmétre est égal a 4 m, quel est celui qui a la
plus grande surface ?
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2.9.13 Une feuille rectangulaire doit contenir 392 cm? de texte imprimé. Les marges
supérieure et inférieure doivent étre de 2 cm chacune ; les marges latérales de 1 cm chacune.
Déterminer les dimensions de la feuille nécessitant le moins de papier.

2.9.14 On construit une boite rectangulaire sans couvercle en découpant quatre carrés
aux coins d’une feuille de carton mesurant 32 cm sur 20 cm et en relevant ensuite les
rectangles latéraux. Quelle doit étre la dimension du carré enlevé pour obtenir la boite de
volume maximal ?

2.9.15 On construit un conteneur de forme cylindrique sans couvercle de volume 3247w
cm®. Le matériau utilisé pour le fond cotite 15 centimes par cm? et celui utilisé pour la
paroi latérale 5 centimes par cm?. Si la fabrication ne donne lieu & aucun déchet, quelles
sont les dimensions du conteneur le plus économique ?

2.9.16 On dispose de 288 m de cléture grillagée pour construire 6 enclos rectangulaires
pour un zoo selon le plan ci-dessous. Quelles dimensions donner & chacun de ces enclos
de maniére & maximiser leur surface au sol.

2.9.17 Calculer 'équation de la droite de pente négative qui passe par le point A(3;2)
et qui délimite avec les axes de coordonnées un triangle d’aire minimale.

2.9.18 Quel est le point de la courbe y = /22 — 1 qui est le plus proche du point
P(3;0)7

2.9.19 On considére la parabole v d’équation y = 1 — 22 ainsi qu'un point M de ~ situé
dans le premier quadrant. La tangente a v au point M coupe 'axe Oz en un point A et
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I'axe Oy en B. Déterminer les coordonnées du point M pour que 'aire du triangle OAB
soit minimale.

2.9.20 Un rectangle ABCD est inscrit dans un demi-cercle de diamétre égal & 2 cm.
Déterminer les dimensions du rectangle d’aire maximale en prenant l'angle § comme
variable.

2.9.21 Une canalisation doit relier deux points A et C' en bordure d'un lac circulaire
de 2 km de rayon. Ces deux points sont situés sur un méme diameétre de ce cercle. La
canalisation passe sur terre entre les points A et B, sous ’eau entre les points B et C.
Sachant que le cotit de cette installation est de 3’000.- le métre sur terre et 5°000.- le
metre sous l'eau, déterminer la valeur en degrés de 'angle a € [0°; 180°] pour laquelle le
colit de cette installation est minimal.

7

2.9.22 A midi, le bateau B est situé & 45 milles au nord du bateau C. Le bateau B se
dirige vers le sud a la vitesse de 9 noeuds et le bateau C se dirige vers 'ouest a la vitesse
de 12 noeuds. A quelle heure les bateaux seront ils & une distance minimale? (Rappel :
un noeud = un mille par heure).

2.9.23 Le gardien d'un phare (point A) doit rejoindre le plus rapidement possible la
maison cotiére (point B). Il se déplace en canot a la vitesse de 4 km/h et a pied a la
vitesse de 5 km/h. Ou doit il accoster (point P) pour que le temps de parcours soit
minimal 7 La cote est supposée rectiligne.
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2.9.24 On se propose d’envoyer un colis de volume égal & 12 dm? dont la forme est celle
d’un parallélépipéde rectangle de base carrée. Son emballage est maintenu a ’aide d’une
ficelle comme le montre la figure. Trouver les dimensions du colis permettant d’utiliser le
moins de ficelle possible.

-

~
> 1

| EUSG.. IS SR
1
]
| I ..

N
~
)
~
N
| SR SIS,

2.9.25 C(Calculer les dimensions du cylindre de plus grand volume qu’il est possible de
cacher sous un codne circulaire droit de rayon 4 cm et de hauteur 12 cm.

A

2.10 Fonctions trigonométriques réciproques

2.10.1 Calculer la valeur exacte de ’expression, quand celle-ci existe.

a) arcsin (—g) e) arccos (?) 1) arctan (1)

b) arccos (—3) 1 j) sin [aresin (= 130)]
2 ) arctan (\f ) k) cos [arccos (%)}

c) arctan (— 3) arcsin (5 1) tan [arctan (14)]

d) arcsin ( 23) arccos () m) arcsin [sin ()]
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n) arccos [cos (3] q) arccos [cos (2F)] t) cos [arctan (1)]
0) arctan [tan( %)] r) arctan [tan (%’T)}
p) arcsin [sin (27)] s) sin [arccos (—1)] u) tan [arcsin (—1)]

2.10.2 Le bord inférieur d'un panneau publicitaire de 10 m de haut est situé 8 metres
au-dessus du niveau de 1’oeil d’un observateur. On obtient le meilleur point de vue lorsque
I’angle de vision est maximal. A quelle distance du tableau I’observateur doit-il se placer ?

2.10.3 Un voilier en course suit une trajectoire rectiligne. Une station d’observation T’
est située a d km de la la trajectoire. La station enregistre sa distance k et sa direction 6.
L’angle o détermine la direction du voilier par rapport au nord.

a) Exprimer « fonction de d , k et 6.

b) Evaluer I'angle o si d =5 km, k = 21 km et
0=53.4"

2.10.4 Un critique d’art examine un tableau de 3 m de haut suspendu a 1.1 m du sol.
Le niveau de ses yeux est a 1.6 m

a) Exprimer 'angle de vue 6 en fonction de la distance z a laquelle se trouve le critique
d’art.

b) A quelle distance du tableau doit-il se tenir pour que son angle de vue soit égal
a 45°7

2.10.5 Calculer la dérivée des fonctions suivantes.

a) f(z) = arcsin( x) = arcsin
b) f(x) = arccos i ( )

—_

o o) — arctan C) g) flz)= \/? — arcsin <2)

fle) = arcsin ()
i) f(z) = (1+ arccos (3z))
i) f(x) = In (arctan (z?))

d) f(;z:)—arccos T+ %)

e) f(z) = 2? arcsin <£

N—
—
~—

48



Mathématiques |l Gymnase de Burier

2.10.6 Une fusée est lancée verticalement. Sa vitesse initiale est nulle et la combustion
de son carburant est réglée de telle sorte qu’elle lui imprime une accélération constante
de 15 m/s? pendant les 5 premicres secondes. Un observateur, situé a 120 m de la rampe
de lancement, suit ce départ.

a) Exprimer I'angle d’élévation () de la fusée en fonction du temps ¢, ainsi que la
vitesse angulaire et 1'accélération angulaire.

b) L’observateur a I'impression que la fusée monte plus vite quand la vitesse angulaire
est maximale (ce n’est qu'une impression d’optique puisque la vitesse s’accroit de
fagon constante). A quelle hauteur se trouve la fusée & ce moment ?

2.10.7 Un avion vole a 8000 m d’altitude & une vitesse constante de 720 km/h en
s’éloignant d’un observateur au sol.

Calculer la vitesse de variation de ’angle d’élévation au moment ot ’avion est a la verticale
d’un point situé a 3 km de 'observateur.

2.10.8 En quels points du graphique de la courbe y = arcsin(3 ) la tangente est-elle
paralléle a la droite passant par les points A(2; —3) et B(4;7)7
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2.11 Solutions des exercices

Propriétés des nombres réels

211
minimum | maximum | ens. des minorants | ens. des majorants | infimum | supremum

a) 0 1 R_ [1; +o00] 0 1
b) - - R_ [1; +o00[ 0 1
c) 2 7 ] — 00; 2 [7; +00[ 2 7
d) - 1 R_ [1; +o00[ 0 1
e) 0 0 R_ R, 0 0
f) 0 3 R_ [3; +00] 0 3
g - : : R, : 0
h) 0 16 R_ [16; 400 0 16
i) - 1/2 R_ [1/2; +00] 0 1/2
D - : - - - :
O | V32 | V32 | J-oui—VE2 | [V32i+ool | —VE/2| V3]
1) - 0 - R, - 0

2.1.2 -

2.1.3 a) -; b) S posséde qu'un seul élément.

a ,sia>0

2.14 a—|a—|a||:{3a a0

2.15 -

Généralités sur les fonctions
221 a)R;b)R;¢c)R;d) R;e) R; f) R.

222 ) B\ {315 0) R4} 0 R\(-1}3 ) B ) R\(-15}: D) R\ {152 1),

2.2.3 a) Ry b) [5;+00[; ¢) | — 00; 1] U [5; +00[; d) | — 003 3]\{1}; e) | — oo; —1]U]4; +oo;
£)y]—1;1[

2.2.4 ED(g) =]—o00; =1JU[1; 5] U[7; o0

2.2.5 a) ]—OO; ; {; b) R; c) Ri\{10}; d) R\{-2};¢) ] —2;3[; f) R.
2.2.6 a) (f+g)(x) =2>+3, Doy =R (f —g)(z) = =2 + 3, Dy_y = R;

(79w =302, Dpy =R (L) (0) = 50y =) (£ 9)e) = 2 E

Dyry = B\=5:4}: (/= 9)le) = gt

Dyg = R\{=5:4};
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_ 22 _ o (f 2z + 10
<f-g><x>—(x_4)(x+5),Df.g—R\{—5,4},(g)<> 0 Dy = B4}

c) (f +9)(x) = 3z, Dyig = Ry (f —9)(x) = =/, Dyg =Ry (f - 9)(x) = 2z,

Dy, = R §)< ) = 1 Dy = B ) (F + 9)@) = Inla — a%), Dy =001
=In (1 ) D¢y =10;1[; (f - 9)(z) = In(z) In(1 — ), Dy.y =]0;1[;
n

(g) (0) = it Do 061

2.2.7 a) (fog)(x)=4x—2;Db) (ho f)(x) =42*;c) (goho f)(z) = 8% — 1.

228 a) (fog)(w)=2+2—-3Vr+2, Dy, T [—2; 400, (go f)(z) = W, )
Dyoy =] — 003 1] U[2; +00[; b) (f 0 9)(x) = ——, Dyoy = R\{=3}, (g f)(z) = ',

r+3 T
2

h(z) = 2> + 2+ 3; ¢) g(z) = a7,

8

2.29 a) g(x) = Vx, h(z) = 3z + 1; b) g(z) =

() = a+2; d) ga) = 2 ha) = VT ) gla) = log(x), hia) = 2 + 4 1) g(x) =37,

h(x) = 2x — 5.

— 4’

2.2.10
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2.2.11
[ st
boand
2.2.12
a) y b ©) / d) ,
A 4 S i
| / \
! & § \;l.. % B é‘_. \
"2 \\\(‘é“ -2¢ ~21 d
2.2.13 a) b) c) d)
{ — N o S
1= N ‘ 3
T ~] 7 T
c) f) g) h)
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2.2.14

d)
i

c) v

e

_—~
o]

h)

g

2.2.15

c)

f)
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2.2.16
J SER [ @\ b/
1 | \
"‘” \ J ’/ \__,4_ _//
\l / »
T -
2.2.17

a) b) c) d)

1 3
2218 a=—=,b=-.
T "7
2.2.19 a) paire; b) impaire; c¢) paire; d) pas de parité; e) impaire; f) impaire; g) paire;
h) pas de parité; i) pas de parité; j) paire; k) paire; 1) impaire; m) pas de parité; n)
paire.

2.2.20 a) f + g paire, f - g paire, f o g paire, g o f paire; b) f + ¢ impaire, f - g paire,
f o g impaire, g o f impaire; ¢) f + g pas de parité, f - g impaire, f o g paire, g o f paire.

2221 a) 2zh+h2+2h

b) 2h
(x+h+3)(z+3)

c) V2x+2h—T7—+\2x—-7

2,222 —

Fonctions injectives, surjectives et bijectives

2.3.1 a) fi : injective f) f6 : injective k) fi1 : surjective

) f2 : quelconque g) f7 injective 1) fio : surjective

c) fs : bijective h) fs : quelconque m) fi3 : bijective

d) fy : injective i) fo : bijective n) fi4 : injective

e) fs : bijective j) fio : bijective o) fis : bijective
SN ) hRo
3
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"fs 0 R - R f)”fG:Z—>Z
o r—3 r — z+3
2
"f: + R={2} —» R-{1}
rf4 R - R* g) x+1
1 x —
r = = r — 2
T
"fs - R—={1} —- R-{1}
"fs - R = R h) z+1
T \S/E x = T —1

2.3.3 Par exemple :

234

b)

235

fiR Ry ;T f(a) = VE

fo[=% 4o =[-8 +0] ;rf(x):—%+\/x+24—5

fi[2;+oo[=]-00; 4] ; " f(x) =24+Vid—ux
f:[0;7]—=[=1;1] ; " f(x) = arccos(z)

fio]-5:2[=R ;" f(z) = arctan(z)
Folgig) ol s ) = SR
a) f n’est pas injective car f(2) = % — f(%)

f n’est pas surjective car y = 2 n’a pas d’antécédent : en effet I’équation f(z) = 2
devient 2z = 2(1 + z?) soit 2 —x + 1 = 0 qui n’a pas de solutions réelles.
f(x) = y est équivalent a I'équation ya? —2x+y = 0. Cette équation a des solutions

x si et seulement si A = 4 — 4y? > 0 donc il y a des solutions si et seulement si
y € [—1,1]. Nous venons de montrer que f(R) est exactement [—1,1].

Soit y € [—1,1] alors les solutions x possibles de I'équation g(z) = y sont x =

- ylny oug = V1V W La seule solution z € [—1,1] est x = VI o effet
R S Vi y _ - _
r = 7 =T € [-1,1]. Donc pour g : [—1,1] — [—1, 1] nous avons
trouvé un inverse h : [—1,1] — [—1, 1] défini par h(y) = # Donc g est une
bijection.
e f est injective :

fl@)=fly) =2 -1=y* -1
=xr=2dyouxy€|[l;+oo]|donc z,y sont de méme signe
=T =Y.

[ est surjective : soit y € [0, 4+00[. Nous cherchons un élément = € [1; +oo [ tel que
y=f(z)=2>—1.Leréel x = /y + 1 convient!

55



Gymnase de Burier Mathématiques |l

Suites de nombres réels

1 13 2
241 8) 55,2 5:0) 0,2,0,2:¢) 1,0, =3,0:d) 1, VIO -2, 3v2 -3, 2V7 4.
1 5 23 5 41 3281
2.4.2 1,3,7,15;b)3, =, ——=, ——3¢) 2, -, —, —;d) 1,1, 1, 1.
a) Y Y Y Y ) ) 37 97 27 Y C) Y 4’ 407 3/280 ) ) Y ) )
243 a,=1+3n;a,=2n;a :(—1)”“1'61 :n—_Q'a =(=3)";a, = n
n 5 Un s Un n7 n 7’L+1’ n y Un .

2.4.4 a) bornée par 1 et 2, strictement croissante ; b) majorée par -1, strictement décrois-
sante;

¢) minorée par -6, strictement croissante; d) bornée par 0 et 3/19, strictement décrois-
sante; e) bornée par 1 et 9; f) minorée par 1, strictement croissante.

245 a) N=33;-b) N=4; -

246 a)2;b)-2;¢)0;d)-;¢) 16;f) 7.

247 a)0;b)0;¢)0;d)0;e)0;f) .

2.4.8 a)-;b) 2.

2.4.9 a)-;b) 0.

2.4.10 a) - b) —¢) 4.

2.4.11 a)oo; b)-1;¢)2/3;d) 1/25¢) 2;f) 1/2.

2.4.12 a) suite géométrie de premier terme -1 et de raison 1/4; b) a, = —(1/4)""! + 4,
avec n > 1, convergeant vers 4.
2.4.13 2.
1
3—5

2.4.15 Longueur de 27 et enroulement autour de 4/7.

2.4.14

Limites de fonctions

2.5.1 a)b,b,b;b)b, b, b;c)b, f(a),-;d) b, c, -

4 1
2.5.2 a)2;b) 14;¢) 0;d) -5;¢) 2; 1) g;g) -1; h) B
1 1 1 1
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255 a)-1,1,-:b) 1,1, 1;¢) 2,-2,-:d) -1, 1, -.
2.5.6 a)0;b) 0.
2.5.7 0.

2.5.8 a)2;b)3/2;¢) 1/20;d) 7/3;e) 1;f) 1;g) 1/2;h) -1.

250 -
3r —6 T+ 7
2.5.10 =—-b = .
) F@) = 2= 5b) fla) = -
2.5.11 !
5. 5
2.5.12 —1.
3

25.13 A:3),6),9); B:5); C:1),4),8);D: - (la courbe n'est pas le graphe d’une
fonction).

1
2.5.14 a) +o00;b) 00; ¢) —00; d) —oo;e) —1;f) 2; g) +00; h) 1

2.5.15 a) -2, 400, -; b) 0, -, -.

2 3
2.5.16 a) —g;b) +o0;¢) 1;d) —1—0;6) 2;1)3;g) —oo; h) 0.

2.5.17 a) +oo, 1/2;b) =2, 2:¢) —1,1;d) 4,0;¢e) —o0, +o0; f) 2,2;¢) 1,1; h)0,0.

2.5.18 -

Continuité

2.6.1 Trou: (—1;1), AV:z =1, saut : x = 3.

2.6.2 a) AV:z = —2;b) Trou (—1;-1), AV:x =1;c¢)-;d) AV:z =0et x = 5;
e) Saut : x = —1; f) Trou : (0;1).

2.6.3 a) Oy =R\ {~1/2;1/3}; b) C; = [-5;5]; ¢) Cy = [-V2,v2]; d) Cf = R*\ {~1};
e) Oy =R\ Z; f) Oy = R".

2.6.4 -
T 2 1 4 . z —3 0 5
265 ) s — 0 v 0 =P [F@ /77 0 =0 0 /7]
Y E T N iy 20 LR S
f@) |+ 0 + T +] 7" [f@&]+ + 0 = 0 + +
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Asymptotes

271 a)
Dy = R\{-31)
AV : z = -3, Trou (1; z),
AH :y =1, pas d’AO
5(z) = —r+1

22+ 22— 3 A YA R A T
i -3 1 [ - i
o) |+ I - [ - |

D; = R\{2} o
AV iz =2, 2y |

pas I’AH, AO:y=x+3 o]

7
5(1’) = —SL’ —9 :

x 2 7‘5 *‘4 *‘ *‘Z *17277 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
S~ 1+ \ |
Dy =R\{-2}
AV :x = -2,

AH : Y= 2, pas d’AO s qu b S S

—2xr — 8

) -
() 2?2+ 40 +4
T —4 —2

oz) |+ 0 — || -

Dy =R\{-2:2) -

AV .z = =2 =2,
pas ’AH, AO : y = —x

4x

§(r) = —— 5SS 5

o IS o B3
t t t t

—22 44
T —2 0 2
o) [+ I =0 + | -

| | 1 !
£ o IS 5
t + t t
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Dy = R\{1;3}
AV:z =12 =3, 3]
AH :y =1, pas ’AO

|
|
|
|
|
|
|
:
= - |
l‘2 - 41‘ + 3 i5 i4 i3 i2 i| ; % 4 %7
|
|
|
|
|

o(x) = -
xT 1 3 T \ X
@+ 1 - cal
f)
| ylz!f |
Dy =R\{~2;2} 1o 1
AV :zx= =2 =2, | o} |
pas d’AH, AO :y =2 -3 | T |
5( ) 4.1’ — ]_0 I } } 1 h ;/ ; /~
x — -5 -4 -3 -[2 -1 L1 1 3 4 5
24 S
X —2 2 g I 61 I
) |— || + Il — 0 + ’ﬁ | o |
1
2.7.2 a) Dy =] — 00; —1[U[0; +00[, AV : z = —1, pas d’AH, AO : y =z — 5
b) Dy =] — 00; —1] U [1; +00][, pas I’AV, AH : y = 0 vers —oo, AO : y = 2z vers +00;
c) Dy =|3; 400, AV: 2 =3, AH : y = 0 vers +o0;
d) Dy =R\ {3}, AV:2=3, AH: y=0;
e) Dy =] — 00; =3] U [0; +oo[, pas d’AV, AO : y = 4o — 3 vers —oo, AH : y = —2 vers

+00;
f) D =R\ {0}, AV:2 =0, AH : y =3 vers —oo, AH : y = 0 vers +o0.

273 f1+—3; fo+—9; f3 = T7; f1 +— 10; f5 «— 4; fo +— 12; f7 «— 1;
f8<—>6,f9H5,f10H8,f11H11,f12H2

3x? 1

(SL’+4)(SL’—2);b) f(x):Z:E—5+x_1.

274 a) f(x) =

275 n=0:AV:zx=-3,z=3, AH : y =0, pas d’AO;
n=1:AV:z =3, AH :y =0, pas d’AO;
n=2:AV:x=-3, =3, AH:y =1, pas I’AO;
n=3:AV:x= -3, =3, pasd’AH, AO : y =z,
n>3:AV:x= -3 =3, pas dAH, pas d’AO.

276 a=1,b=—-2,c=0.
277 a=1,b=—-1,c=-3.

278 a=—-2,b=-5,c¢c=8,d=3.
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Dérivées

2:8.1 a) f/(z) =0 b) f'(z) =2; ) f'(w) =205 d) f'(z) = — i 12’
/ _ D . / = 1

e) f'(z) = <x+1)27f)f(37)—2m'

2.8.2 a) fi(z) = —20+1;b) fI(—=1) =3, f(0) =1, f'(2) = -3
2.8.3 a) non; b) oui; ¢) non; d) non.

2.8.4 -

2.8.5 a) -; b) non.

2.8.6 f'(a)=—

f est non dérivable en +1.

V1—a?
2.8.7 a) f'(x ) = 0;b) f'(x) = 3;¢) fl(x) = 5a*; d) fl(x) = 562°%; e) f'(x) = 0;
) f(z) = 22, g) f’( ) = 32242z +1;h) flz) = 2823 —3; 1) fl(x) =20 +5; )

7
f'(x) = 322 +10x—2,k) f'(z) =22* =5z +2;1) f’(x):10x4—§x2+;x—1.

2.8.8 a) f'(z) =22 —2;b) f'(x) =322 +5; ¢) f(z) = —422* + 86z — 26;

1) — 2 . () = : () = —
v _12:62(:_ e _2_3(29615 12)2 ’22 e . _52)22’ 40 8
g> f’(:z:) — _W_xl)? ; h) f’(x) _ X (‘i_i)Q_ x : i) f’(x) = :(L‘45L’_2 _ f)j .
. / 2 +3l’2 , 4 — 1 , 2$3+3$2+4
J)f(x)zm;k)f(x): p ;1)f(x)=T.
2.8.9 a) f'(x) =m;b) f'(x) = 3(w—1)2>+w;c) f'(z) = 2ax+b; d) f'(x) = (Z;ZIZ;?;

t B ar?® + 2azx

e) f'(x) = ) f(x) =

(x+1)?’ (22 + ax + a)?

2.8.10 a) f'(x) = (2x+3) b) f'(z) = =5(3 —x)*; ¢) f(z) = 3(2* + 5z + 1)*(2z +5) ;

d) ['(@) = T = 20°62° = 2): ©) f(z) = a5 + 2 (25 + 4);
D@ = = (2 +2) (1= )% (4 4+ 50)58) () = 620+ 53 ~1)"(Ta 1 9):
1) 1) = (=8 9P 08~ —58)51) 1(0) = gD ) = g
k) f'(x) :_(1 —(fl(l‘l‘)+ 5) 1) f(2) = (l‘—32{(:‘_;)§$+6).
/ _ 1 . ") = 1 e) 'z 4 .

2010 10) = g D 10) = i 1) =
D) (@) = gz O () = s D) f/(0) = 3V = 2l - 1)
) J10) = g W) S0 = g ) F@) =

, B i /x:1—3x. ) — 5
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28.12 ) £(s) = cos(a) = 2sin(o): b) f(a) = tan'(e): ) £(n) =~y ks
1 ) _ sin(x) 2 cos(x)

d) f’(:c):mae) f’(ﬂf)—_m3f} '(z) :m;

g) f'(x) =2cos(2z); h) f'(x) = 2sin(x) cos(z); 1) f'(x) = %cos (g) — 12sin (4x + g) ;
3 cos(3z) cos(5x) + 5 sin(3x) sin(5x)

j) f'(z) o2 (57) : k) f/(z) = 40 tan*(8x)(1 + tan?(8z)) ;
D i) = — 1 + tan?(2z)
/1-tan(2z)
2.8.13 a) f™(z)=n!a,;b) fP(z) = #
sin(z) ,sin=0 mod 4
N B cos(z) ,sin=1 mod4
b) /() —sin(xz) ,sin=2 mod 4
—cos(z) ,sin=3 mod4
& () = (—1)"™1.1-3-5-...-(2n — 3)

271(1» + 1)n—1/2

2814 a=6,b=—12,c=T.

1 1
2.8.15 a)y:—x+3;b)y:—§x—|—3;c)y:§x+_;d)y:x_

39
2.8.16 P(—-;- ).

2.8.17 ——, 2.

1 1
2.8.18 P | —-3;—— |, P, = .
8.18 1( 37 6)7 2(376)

2.8.19

2.8.20 m = —9/2.

2821 a=1,0=0,c=0etd=1.

2.8.22 a= -2 b= —6.

2823 a)y=2r—1,y=18x—81;b) y =3z — 2.

11

61



Gymnase de Burier Mathématiques |l

2.8.25 a) 0° et 8.13°; b) 38.66° et 38.66°; c¢) 36.87° et 7T1.57°.

2.8.26 a = —7, b= 10.

2.8.27 k=2 (1; Z)_
2 2

2.8.28 a =1.

2.8.29 -

2.8.30 Non, car g n’est pas dérivable en 0 €] — 1; 1].
2.8.31 -

2.8.32 -

Applications de la dérivée

2.9.1 a) _%;b)g;c) 12; d) _g;e) _g;f)(;;g) 1m) 2

2.9.2 a) fg;) ye A};x < Mlm St Maxx (<1:2), Min (15 -2);

b) fgcx) / J\Ex . Mom Ve Mlax \,Max (—1;13), Min (0;12), Max (1;13);
° fg;x) /! P_lzt /' Mla:c N Mgm >} Plat (=2;0), Max (1;108), Min (3;0);
9 f?x) / _H5 i

) | M~ W M (-5 -12), Min (1:0):

2 f(xﬂf) N\ Z\Zzln N Mlax < | Min <—1%—%),Max (1;%);

i —/6 —2 0 2 V6
U@ 7770 7 Mar N Min J Mar N, 0 J/]]
Min (—v/6;0), Max (—2;4v/2), Min (0;0), Max (2;4+v/2), Min (v/6;0);

r |0 3 ™ o 21 ™ 3V3
3 3 T OoVo )
h) f(x) /‘ Mazx \ Plat \( Min /‘ ) Max 3’ 4 ) Plat (ﬂ-? 0)7
Min 5—7T; ——3\/§> .
3 4
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2.9.3 Par exemple :

180
160 T
140 T
120 T
100 T
801
601
40 T

20T

1,000 000 000 003 1,000 000 000 004

294 >
1,000 000 000 0032 +1 = 1,000 000 000 0042 + 1

2.9.5 Aprés 2 h.

2.9.6 k£ = —2, minimum local en (4;8).

2.9.7 a)

, PI(0;8);

&
=
=
C
C

e) T 1

flx)|n || uj

x -1 0 - 1 1
f V2 PI(0:—1). PI [ —:—=):
)f(x)u||mPIuPIm’ (0:=1), V2! 3)

T -1

1
O T o T 77
h) z |0 % %Tﬂ %ﬂ %r 2m PI El PI 3_7Tl
f(x) Nn PI U PI N PI UPI N ’ 472)° 472)
hr 1 Tmr o1
Pl | —: = PI | —:=|.
(F3) 7 (53)

2.9.8 y=—3z+1

2.9.9 g=-8 b=18,¢c=0.
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2.9.10 a)
Df = R y 77[
Pas de parité 1
Zéro:x:—g,x:() st
Pas d’asymptote T
f(z) = 1223 + 1222 T
Min (—1;-1) gl
f"(x) = 3622 + 24x \ T
2 1 6 7; 4 71 2 7}1.0 7(}).8 7‘ 7(}).4 7(‘1.2 0.‘2 0.}4 0.}6 0.18 110‘

PI( —Z;—= ), PI (0;
( 3’ 27)’ (0;0)

b)
Dy=R y A
Pas de parité
Zéro:xz—l,xzi
Pas d’asymptote 'l
f'(z) = 1222 = 3
1 ) 1
Max | —=;2 |, Min { ;0
2 2
f"(x) =24z
PI (0;1)
c)
D;=R
Pas de parité
Zéros :x = —1,x =2
Pas d’asymptote
3
i) = 5% ~ Dsan(z — 2)
Min (—1;0), Max (1;2), Min (2;0)
f'(x) =3 2 sgn(z —2) 5 5 5 | : =
PI (0;1) '
d)
D; =R\{£3} | v |
f paire } Bi }
Zéro :x =0 | A |
AV:z=-3 =3 AH:y= -2 | |
36 I A
! = T L2 3 4 s
f ($) - (9 _ 1’2)2 : Ll : «
Min (0;0) \ | o : /
10822 + 324 ! ot !
" _ | |
f (ZL‘) - (9 . l’2>3 I 8T I
e)
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N

Dy = R\{£2}

f impaire v

Zéro:x =0

AV:z=-22=2 A0:y==x
o dP(a?—12)

fl(z) = @2 oap

Max (—2v/3; —3+/3), Plat (0;0),

Min (2v/3;3v/3)

ey - 12 )

PI (0;0)

) IS ES 3
' 4 4 '

| | | !
A N
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1y
Dy = R\{2}
Pas de parité
Zéro :x = —1
AV:z=2 A0:y=x+7

f/(l‘) _ ('T + 1)2(8 — SL’)

(2 —x)?
Plat (—1;0), Min (
F(z) = 54(x + 1)

(2 —x)t
PI (—1;0)

81
8._
!

Dy =[-1;1]

f paire

Zéro 1 x = *£1
Pas d’asymptote
f'(x)

1 —22

N

+ + + + + + + +
3 4 5 6 7 8 9 10

ey
=i 3 2 -1

Max (0;1)

F(w) = ———

(1—22)p

Dy =] — 00; 0]U]2; 00|
Pas de parité
Zéro:x =0

AV:z =2 A0:y=+(x+1)

() = T =3
o) = o
Min (3;3+/3)

") — 3
/() PCEEE

Dy =] — o0; —1]U]1; +00]
Pas de parité

[T Y - N -
t t t t t

Zéro :x = —1
AV:z=1,AH:y=1

, _ 1
o= Vi D=1
) = ——t

Vi@ + 1)z —1)°
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)

Dy=R

f paire

f périodique de période 2,
donc étude sur [0; 27]
Zéro:x=1,14, x = 5,14
Pas d’asymptote j : ; : ; ‘
f'(x) = 2sin(x)(cos(z) + 1)
Min (0; —2), Max (7;2), Min (27; —2) |
f"(x) = 4 cos?(z) + 2 cos(x) — 2
PI (7/3;—1/4), PI (57/3; —1/4)

D;=R

Pas de parité

f périodique de période 2,
donc étude sur [0; 27|

Zéro :x =2m/3, x =57m/3
Pas d’asymptote

f'(z) = cos(z) — v/3sin(x)
Max (7/6;2), Min (77/6; —2)
f"(z) = —sin(x) — v/3 cos(x)
PI (27/3;0), PI (57/3;0)

Dy =R\{k2n|k € Z}
f impaire v A
f périodique de période 2,
donc étude sur [0; 27|
Zéro:x =T
AV:x =0,z =27

1

/ _ T
[e) = 1 — cos(z) !
yeon sin(z) :
J') = (1 — cos(x))?
PI (;0)
2.9.11 a) Dy =R, f impaire, f non périodique, fz;) — 8 ) pas d’asymptote,
T 0 x 0
o [ 7 Plal 7 , Plat (0;0), @ n PT U , P1(0;0)
b) D; =R, pas de parité, f riodi . 2 0
¢+ =R, pas de parité, f non périodique, T 0 — 0 &

T —1,5 0
fl)| N\ Min  Plat

x —1 0
f@[u PI n PI U , PI (=1;-1), PI (0;0).

pas d’asymptote,

, Min (—1,5;—1,8), Plat (0;0),
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T -2 0 2
c¢) Dy =R\ {—2;2}, f paire, f non périodique,
) Pr=i F@ = T + 0+ 1 -
T -2 2
AViw==2,x=2 All:y=-2 f(z) | Dessous || Dessus | Dessous
T —2 0 2 T —2 2
. Min (0;0), .
F@ S T~ i 7 ) OO e a T o
d) Dy =R\ {2}, pas de parité, f non périodique * 0 2 3
T 2 2,7
AVie=2A0:y=w-2 f(x) | Dessus || Dessus Coupe Dessous |
x 2 3 T 2 4
. Min (3;0), , PI (4;1).
7@ 7 1~ v M OO oo e A Y

2.9.12

2.9.13

2.9.14

2.9.15

2.9.16

2.9.17

2.9.18

2.9.19

2.9.20

2.9.21

2.9.22

2.9.23

2.9.24

2.9.25

Carré de coté 1 m.
Longueur : 32 cm, largeur : 16 cm.

Hauteur : 4 cm.

Rayon : ~ 4,8 cm ; hauteur : ~ 14,3 cm.

Longueur : 18 m, largeur : 16 m.

2
= —— 4.
Y 3:c+

M(2;/3).
()

a = 0°.
13 h 48 min.

A 3 km du point B.

Coté base : 2 dm, hauteur : 3 dm.

8
Rayon : 3 cm, hauteur : 4 cm.

68




Mathématiques |l Gymnase de Burier

Fonctions trigonométriques réciproques

2.10.1
a) —m/4 h) non défini o) —7m/6
b) 27/3 i) /4 p) —7/4
c) —m/3 j) —3/10 q) 3m/4
d) 7/3 k) 1/2 r) —m/4
e) m/4 1) 14 s) V/3/2
f) /6 m) 7/3 t) v2/2
g) non défini n) 57/6 u) non défini
210.2 12m
2.10.3
a) a =0 — arcsin () b) a=39.63"
2.10.4
a) 9(x)-arctan<4;22f5> b)x:3+2\/ﬁ’v337m
2.10.5
(@) = s ) P =
a) f( )_ m o 249
") = —1 ’ o z?
b)f() \/91_71}2 g)f(x)_m(4_x2)
) f(x) = — oy -1
D e S 1_1 b) f() V1 — 22 (arcsin(z))?
t) = 2 = 9(1 4 arccos(3 z))?
L= ("L‘ +(§; - 1) f (x) - m
e) f'(xr) =2z arcsin (2 - N 2z
1-7% i) fle) = (1 + 2*) arctan (22)
2.10.6
p o 32t d (do\ 32 (256 —314)
a) 6(t) = arctan (16) dt  # + 256 dt (E) - (t4 + 256)2

b) h = 40v/3 ~ 69.28 m
2.10.7 —8/365 ~ —0.022 rad/s

2.10.8 (+4/15; arcsin(+12/15)) ~ (£0.267; £0.927)
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Chapitre 3
(zéométrie

3.1 La droite dans le plan

3.1.1 On donne une droite d par ’équation paramétrique

x 1 3
= k
( y ) ( 3 ) ! ( —2 )
avec k € R. Représenter les points de d correspondant aux valeurs entiéres du parameétre k
variant entre -2 et 2.
3.1.2 Les points ci-dessous appartiennent-ils & la droite d’équation paramétrique

r =1-—>5k
y =2+ 3k

(6;—1), (3;=2), (1;0), (—6; %)

avec kK € R?

3.1.3 On donne la droite d’équation paramétrique

T 2 -1
(3)-(3)=+(%)
avec k € R. Calculer les coordonnées du point de cette droite :

a) situé sur Ouz,

o

) situé sur Oy,

(@]

) qui a une abscisse égale a 7,

oL

) qui a une ordonnée égale a -2,

@

) dont les deux coordonnées sont égales,

—1+1

_ _5_g , avec | € R.

—
S~—

situé sur la droite { t
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3.1.4 'Trouver une équation paramétrique de la droite donnée par :

a) A(3;5) et un vecteur directeur d = <_14),
b) A(=3;-2) et B(4;-5),

c) A(2;—4), de pente —%,
d) A(5;2), paralléle au segment BC, ou B(1;1) et C(—3;2),

e) A(—T7;10), perpendiculaire au vecteur v = (_58),

f) A(0; —2), horizontale,
g) A(8;12), verticale.

3.1.5 Les points ci-dessous appartiennent-ils a la droite d’équation cartésienne
3r—8y+2= 07

3.1.6 On donne la droite d’équation cartésienne —3x + 2y — 6 = 0. Calculer les coor-
données du point de cette droite :

a) d’abscisse 3,

o

) d’ordonnée —4,

) dont les deux coordonnées sont égales,

(@]

oL

) situé sur Oz,

situé sur Oy,

@)

)
f) situé sur la droite d’équation cartésienne 5z — 7y + 4 = 0.

3.1.7 Déterminer I’équation cartésienne de chacune des droites de ’exercice 3.1.4.

3.1.8 Déterminer les équations cartésiennes des médianes du triangle dont les sommets
sont A(3; —2), B(—3;2), C(0; —1), ainsi que les coordonnées de son centre de gravité.

3.1.9 Dessiner les droites données par leurs équations cartésiennes :
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a) 20 —3y+6=0 b) bx+3y—15=0
c) Tx+3y=0 d) 224+5=0

e) —3y+9=0 f) 20=0

g) —Sy=0 h) 4z +2)=5(@y—3)

3.1.10 Calculer la pente de la droite d’équation 5z + 7y — 21 = 0.

3.1.11 Calculer 'ordonnée a l'origine de la droite d’équation bx — 8y + 56 = 0.

3.1.12 Déterminer un vecteur directeur et la pente des droites suivantes, données par
leurs équations :

a) br—6y—T7= b) z+y—-5=0
c) 4dxr—3y= d) V2z —V2y++vV15=0
e) Vbhr—4y—>5= f) 3y—8=0
r+2 y—3
= h - Z
g) =0 ) — 1

3.1.13 Montrer que les équations suivantes définissent toutes la méme droite.

a) 3r+2y—11=0 b) 6z + 4y = 22
T 3 2 r =5-—2l
c) <y)—<1)+k‘(_3>,aveck:€R d) {y :_2+3l,aveclER
3 11 z—9 y+8
S = f _J7T°
) y=—gr+ I 3

3.1.14 Déterminer, dans chacun des cas, I’équation cartésienne de la paralléle a la droite
d passant par A :

a) d:Tx—6y=7 A(L;1)
b) d:bx=>5—2y A(—-2;-1)
c) d:y=9-—"Tx A(2;-2)

3.1.15 D’un parallélogramme ABC D, on donne le sommet A(8;0), 'équation du coté
CD : x—2y+5 = 0, ainsi que 1’équation de la diagonale BD : 6z —25y = —43. Déterminer
les équations cartésiennes des cotés AB, AD et BC.
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3.1.16
a) Déterminer I’équation cartésienne de la paralléle d; & Oz passant par A(2;2).

b) Déterminer I’équation cartésienne de la paralléle dy & Oy passant par B(6; —4).

c) Déterminer I’équation cartésienne de la droite d3 passant par P(1;2) et par le
milieu du segment d’extrémités A et B.

d) Calculer l'aire du triangle formé par les droites d;, ds et ds.

3.1.17 Déterminer I’équation cartésienne de la droite qui passe par A(2; —3) et qui est
perpendiculaire a :

a) 3r—Ty+3=0 b) x+9y =11
c) 16z =24y —7 d) 2¢+3=0
e) 3y=1

3.1.18 Calculer les coordonnées de la projection orthogonale du point P(—6;4) sur la
droite d d’équation 4z = 5y — 3.

3.1.19 Calculer les coordonnées du symétrique du point P(—5;13) relativement a la
droite d : 3y + 3 = 2x.

3.1.20 Déterminer les équations cartésiennes des hauteurs du triangle de sommets A(2; 1),
B(—1;—-1), C(3;2), ainsi que les coordonnées de son orthocentre.

3.1.21 Déterminer l'équation cartésienne de la médiatrice d'un segment [AB] si 'on
donne A(2; —3) et B(—5;—2).

3.1.22 Déterminer les équations cartésiennes des médiatrices du triangle de sommets
A(1;8),B(3;4), C(—6;1), ainsi que les coordonnées du centre et le rayon de son cercle
circonscrit.

3.1.23 On donne les équations de deux cotés et d'une diagonale d’un rectangle : x = 2y,
2y —x =15 et 7Tx +y = 15. Calculer les coordonnées de ses sommets.

3.1.24 D’un triangle ABC, on donne I'équation du coté AB : bz — 3y + 2 = 0, celle
de la hauteur issue de A hy : 4x = 3y — 1 ainsi que celle de la hauteur issue de B
hg : Tx 4+ 2y = 22. Calculer les coordonnées du point C.
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3.1.25 Déterminer les équations cartésiennes des cotés d’un triangle ABC connaissant
C'(4;—1), ainsi que les équations d’une hauteur h : 2z = 3y — 12 et d’'une médiane
m : 2x + 3y = 0 issues d’'un méme sommet.

3.1.26 Déterminer les équations cartésiennes des cotés d’un triangle ABC connaissant
B(5; —5), ainsi que les équations d’une hauteur h : 3z — 4y + 27 = 0 et d’une bissectrice
b:2x —y+ 5 =0 issues de sommets différents.

3.1.27 Deux droites d; et dy sont données par leurs équations. Déterminer si elles sont
concourantes, paralléles ou confondues et, selon les cas, leur point commun ou leur pente
commune :

a) dy:3x—5y+7=0 dy:2x —4y —8=0
b) dy:—4z+20y+36=0 dy:x—by=29
c) dy:—Tx—8y+2=0 dy:4rx —3y+4=0
d) dy:8x—2y+36=0 dy :y=4x+ 25

3.1.28 Prouver que les quatre droites : a: 2xr+y =3,b:x=3y—1,c:3x+5y—7=0
et d:4x — 5y = 1 sont concourantes en un point.

3.1.29 Soitd; : (a—1)z+(3a—1)y+(4a—4) =0etdy : (2a —2)x+ 2a— )y + (4da—7) = 0
des droites. Existe-t-il des valeurs de a telles que d; et ds soient

a) confondues,
b) paralléles,

c¢) perpendiculaires ?

3.2 Questions métriques dans le plan

3.2.1 Déterminer I’équation cartésienne de la droite passant par A(—1;—5) et d’angle
directeur 120 ° .

3.2.2 Calculer I'angle aigu déterminé par les droites suivantes :

a) dy:bx—y=7 dy:3x+2y=0
b) dy:2y=3x+7 dy:2x 43y =5
c) di:x=2y+4 dy:2r —4y+3=0
d) di:3x+2y=1 dy: br =2y — 3
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3.2.3 Déterminer I’équation cartésienne de la droite d; passant par M(2;1) et détermi-
nant avec la droite dy : 2z + 3y +4 = 0 un angle £(dy;dy) = —45°

3.2.4 Un rayon lumineux parcourt la droite d : z = 2y — 5, et il se réfléchit sur la droite
e: 2y = 3x + 7. Quelle est I’équation cartésienne du rayon réfléchi?

3.2.5 Calculer la distance du point P & la droite d dans les cas suivants :

a) P(2;-1) d:4r+3y+10=0
b) P(0;—3) d: 5z =12y + 23
c) P(—2;3) d:4y =3x—2

d) P(1;-2) d:x=2y+5

3.2.6 Calculer I'aire d'un carré dont I'un des sommets est A(2; —5) et dont 1'un des cotés
a pour support la droite d : ©z = 2y + 7.

3.2.7 Un triangle ABC' est déterminé par les équations de ses cotés : AB : x+y—+1 =0,
BC : x4+3y+3=0et AC : 2x + 3y = 0. Calculer la longueur de sa hauteur issue de
C.

3.2.8 Quelles sont les équations cartésiennes des droites situées a une distance de 6 de
la droite d : 62 — 8y +5=07

3.2.9 Le point A(—5;0) est le sommet d'un rectangle ABC'D d’aire 20 dont le co6té BC
est porté par la droite d : 3x — 4y — 5 = 0. Déterminer les équations cartésiennes des
cotés AB, AD et CD.

3.2.10 Trouver les points équidistants des points A(0;1) et B(2;5), qui sont situés a
une distance de 2 de la droite d : 3x — 4y — 4 = 0.

3.2.11 Calculer la distance entre les deux droites paralléles dy : 3x + 4y — 13 = 0 et
dy @ 3x + 4y — 3 = 0, puis déterminer 1’équation cartésienne de la droite équidistante
de d1 et dg.

3.2.12 Déterminer ’équation cartésienne de la bissectrice de ’angle déterminé par les
droites d’équation 2x = 3y + 5 et 4y = 6x + 7 qui coupe Ox dans sa partie négative.
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3.2.13 Déterminer I'équation cartésienne de la bissectrice de I'angle aigu déterminé par
les droites d’équation 3x + 4y = 5 et 12y = 5x + 3.

3.2.14 Déterminer 1’équation cartésienne de la bissectrice déterminé par les droites
d’équation x = 3y — 5 et y = 3x + 15 et qui passe par le point J(—1;—4).

3.2.15 Déterminer les équations cartésiennes des droites passant par P(2;—1) et qui
forment avec les droites d’équation y = 2x + 5 et 3x + 6y = 1 des triangles isocéles en
I'intersection de ces droites.

3.2.16 Un triangle ABC' est déterminé par les équations de ses cotés : AB : 4x + 3y + 24 = 0,
BC : 3x =4y et AC' : 3x+4y = 12. Calculer les coordonnées du centre du cercle exinscrit
du triangle dont le centre se trouve sur la bissectrice intérieure issue de C'.

3.3 Le cercle

3.3.1 Indiquer, parmi les équations données ci-dessous, celles qui définissent un cercle.
Déterminer alors les coordonnées du centre et le rayon du cercle:

a) (x =572+ (y+2)?2=25 g) B2 +y*+4r—2y+5=0

b) (z +2)? + y* = 64 h) 22 +y*+2=0

c) (x =52+ (y+2)?=0 i) 22 +y°+ 6z —4dy+14=0

d) 22+ (y—5)*=5 )2 +y*+y=0

e) 22 +y? — 2z +4y =20 k) 8022 + 80y? — 120z + 80y + 17 = 0
f) 224+ y? — 20 +4y+14=0 1) 14422 + 144y* — 216z + 192y = —145

3.3.2 Déterminer I’équation des cercles définis par les conditions suivantes:

a) Le centre est 'origine et le rayon est égal a 3.

b) Le centre est C'(2; —3) et le rayon est égal a 7.

c) Le cercle passe par l'origine et son centre est C'(6; —8).
d) Le cercle passe par A(2;6) et son centre est C'(—1;2).

e) Les points A(3;2) et B(—1;6) sont les extrémités d'un diamétre.
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f) Le centre est l'origine et le cercle est tangent a d : 3x — 4y + 20 = 0.
g) Le centre est C'(1; —1) et le cercle est tangent a d : 5z +9 = 12y.
h) Le cercle passe par A(3;1) et par B(—1;3) et son centre est sur d: 3x =y + 2.

i) Le cercle passe par A(1;1), par B(1;—1) et par C(2;0).

3.3.3 Déterminer la position relative des deux objets suivants:
a) la droite y = 2x — 3 et le cercle 2% + y* — 3z + 2y = 3;
b) la droite x — 2y — 1 =0 et le cercle 2> + y? — 8z + 2y + 12 = 0;

c) la droite y = x + 10 et le cercle 22 + y? = 1.

3.3.4 Déterminer la position relative des cercles

it +y? =162 —20y +115=0 et y: 2> +3y°+8r—10y+5=0

3.3.56 Déterminer I'équation du diamétre du cercle 22 + y? + 42 — 6y = 17 qui est
perpendiculaire a la droite 5x + 2y = 13.

3.3.6 Calculer la plus courte distance d'un point du cercle 2% +y? —26 2+ 30y = —313
au point B(3;9).

3.3.7 Déterminer 'équation du diameétre du cercle v : (z —2)? + (y + 1)* = 25 qui passe
par le point milieu de la corde de support d: 2x +y = 13.

3.3.8 Calculer la longueur de la corde commune aux cercles v; : 22 + 4% = 102 + 10y
et o i 2? +y? + 62 + 2y = 40.

3.3.9 Déterminer les équations des cercles qui ont leur centre sur la droite 4x — 5y = 3
et qui sont tangents aux deux droites 2z =3y + 10 et 2y =32z + 5.

3.3.10 Déterminer ’équation du cercle qui, ayant son centre sur la droite 2x 4+ y = 0,
est tangent aux droites 3y =4z + 10 et 42 = 3y + 30.

3.3.11 Déterminer les équations des cercles de rayon v/5 qui sont tangents a la droite
r—2y = 1au point T(3;7).
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3.3.12 Déterminer les équations des cercles tangents aux droites
y=7x—5 et x4+y+13=0
I'un des points de contact étant T'(1;2).

3.3.13 Déterminer les équations des cercles passant par l'origine et qui sont tangents
aux droites t+2y=9et y =22+ 2.

3.3.14 Déterminer les équations des cercles tangents aux trois droites 3y = 4z — 10,
3r = 4y + det 3z —4y=15.

3.3.15 Déterminer I’équation du symétrique du cercle 22 +y? — 22 — 4y + 4 = 0 rela-
tivement a la droite x = y + 3.

3.3.16 Aprés avoir vérifié que le point T' est sur le cercle v, Déterminer les équations
des tangentes a v au point 7" dans les cas suivants:

a) T(=1;2) et y:z*+9y*=05;

b) T(=5;7) et ~:(z+2)*+ (y—3)*=25;
c) T(0;0) et ~:2%+y*=3z—Ty;

d) T(=1;2) et ~:a®+y*—2x+6y=19;
e) T(2;3) et ~:22%+2y* =x+4y+ 12;

f) T(2;1) et ~:322+3y*=2z+ 11

3.3.17 Calculer la valeur de langle® aigu formé par la droite 3z —y = 1 et le cercle
(x — 2)?+ y*=5.

3.3.18 Calculer I'angle? sous lequel se coupent les cercles (x — 3)2 + (y —1)2 = 8 et
(=22 +(y+2)?2=2.

3.3.19 Déterminer les équations des tangentes au cercle 22 + y?> + 10z = 2y — 6, de
direction donnée par la droite 22 +y = 7.

1. L’angle d’une droite et d’un cercle est I’angle formé par la droite et la tangente au cercle en I'un
des points d’intersection
2. L’angle de deuz cercles est ’angle formé par les tangentes aux cercles en I’'un des points d’intersection
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3.3.20 Former les équations des tangentes au cercle 22 4+ y* — 22 + 4y = 0, qui sont
perpendiculaires a la droite x = 2y + 345.

3.3.21 Déterminer les équations des tangentes au cercle 22 + y? = 19 — 2 issues du
point A(1;6), ainsi que les coordonnées du point de contact.

3.3.22 Déterminer les équations des tangentes au cercle 22 + y* — 22 + 4y = 20 issues
du point A(6;5), ainsi que les coordonnées des deux points de contact.

3.3.23 On meéne par le point A(4;2) les tangentes au cercle z2+y? = 10. Calculer 'angle
entre ces tangentes.

3.3.24 On méne par le point A(4; —4) les tangentes au cercle 2 + y?> = 6x — 2y — 5.
Calculer la longueur de la corde passant par les points de tangence.

3.4 La droite dans ’espace

-1
3.4.1 On donne les droites d; : * 5 =V +4 = g et

T 0 -1
z 0 4

x 2 -5
3.4.2 On donne la droite d’équation paramétrique Y = -1 | +k 1 ,
z 3 -3

avec k € R. Calculer les coordonnées du point de cette droite :

a) situé sur Oz,
b) qui a une ordonnée égale a 5,

c) dont I'abscisse et la cote sont égales,

r =-7T+I
d) situé sur la droite ¢ y = —I ,avec [ € R.
z =—-1+2]
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3.4.3 Déterminer une équation paramétrique de la droite :

0
a) qui passe par A(1;2;3) et a pour vecteur directeur 7 = -2 |,
b) qui passe par A(2;3;5) et B(1;5;7), 2
¢) qui passe par A(—3;5;2) et est parallele a 'axe Oz,
d) qui passe par A(8;6; —12) et est parallele au segment BC, avec B(4;0; —2) et C'(5; —2; 3).

3.4.4 Montrer que les équations suivantes définissent toutes la méme droite :

r=—1+4+3k x —4 —6

y=3+2k ,avec k € R y | = 1 +ul| —4 ,avec u € R
z=—-2+4k z —6 -8

162 — 2y — 112 =0 zx+1 y—3 242

4z —y — 102 —3 =10 6 4 8

3.4.5 Deux droites d; et ds sont données par leurs équations. Déterminer si elles sont
concourantes, paralléles, confondues ou gauches et, selon les cas, leur éventuel point com-
mun :

r =143k r =—-2-—6n
a) di:q y =—-2-—5k ,avecke€R dy:¢< y =3+10n ,avecn eR
z =b+k z =4—-2n
r =2—05k r =2-—5n
b) di:< y =3+2k ,aveck €R dy:< y =3—-2n ,avecn eR
z =5—4k z =5—4n
=644k
~7 y-5 z-3 o
c) dlzsc2 _ Y 5 223 dy: < y =—1—12k ,avec k € R
N z =5—>5k
) r+y=4 ) x+3y+2=9
d) dl'{2y+2’:5 dQ'{ r—y—z=1
3.5 Le plan dans ’espace
3.5.1 On donne les plans a: 2x +3y — 32 —5 =0 et
x 3 —2 1
B:ly |=11]+A 1 + p| —4
z 5) 3 3

avec A\, u € R. Les points A(—2;7;8) et B (4;3/2;5/2) appartiennent-ils a ces plans ?
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3.5.2 Déterminer une équation paramétrique du plan « :

a) qui passe par A(1; —2;3) et a pour vecteurs directeurs

0 5)
=1 -2 et W= 8
2 -3
b) qui passe par les points A(2;5;1), B(—1;7;0) et qui est paralléle au vecteur
u=|-1
1
¢) qui passe par A(1;—2;3), B(5;2;1) et C(2;5;2),

d) qui passe par A(5;2;—2) et est paralléle au plan Oxy,

3.5.3 Montrer que les équations suivantes définissent toutes le méme plan :

T=2+ -3

y=>5—A+2u ,avec \,u R 3r + 32 =39 — 6y
z2=1+A—p

x 0 1 0

y | = 0 + 0 + p 1 ,avec o, f € R
z 13 -1 —2

3.5.4 Calculer les composantes d'un vecteur normal & chacun des plans suivants:

a) 20 —y—224+5=0 b) z+5y—2=0
c) 3x—2y—7=0 d) by—3z2=0
e) v+2=0 f) 3y+5=0

3.5.56 Déterminer I’équation cartésienne du plan «:
a) qui passe par P(2;1;—1) et est normal au vecteur (1;—2;3);

b) qui passe par P(—6;10;16) et est perpendiculaire a la droite

T 6 —8
d Y = 4 | + k 4
z 0 8

avec k € R;

¢) qui passe par 'origine et est perpendiculaire au segment AB, avec

A(1;0;5) et B(3;-3;8);
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d) qui passe par P(1;—2;4) et est paralléle au plan d’équation 5x + 2y — z + 5 = 0.

3.5.6 Déterminer I’équation cartésienne de chacun des plans de 'exercice 3.5.2.

3.5.7 Déterminer 1’équation cartésienne du plan qui passe par A(2;—1;1) et qui est
perpendiculaire aux plans d’équation 2z — 2+ 1=0et y = 0.

3.5.8 Déterminer I’équation cartésienne du plan qui passe par A(1; —1;2), par B(3;1;1)
et qui est perpendiculaire au plan x — 2y + 3z — 5 = 0.

3.5.9 Déterminer une équation paramétrique de la normale au plan d’équation 6z —
3y+ 524 2= 0 issue du point P(2;—3;—5).

3.5.10 Former ’équation cartésienne du plan qui passe par M(1;2; —3) et qui est pa-
ralléle aux droites

T —2 2 T 12 3
d:lyl=(1]+k]|-3 et e:|lyl=11]|+1]|-2
z 3 3 z 3 -1

avec k,l € R.

3.5.11 Déterminer I’équation cartésienne du plan contenant le point M(2; —2;1) et la
droite

r=1+2k
d: y=2-3k
z=-3+2k

avec k € R.

3.5.12 Une droite et un plan sont donnés par leurs équations. Déterminer si ils sont
concourants, paralléles ou inclus I'un dans 'autre et, selon les cas, leur intersection.

x 3 2
a) d: ly]| =1|5]|+k|—-2],aveckeR a:2x4+y—2+15=0
z 3 2
1
b) d:x—l:%:% a2 +3y+z-1=0
c) d:{x+y_3z:3,aveck€]1§ a:r+2y—4z—4=0
r—y—z=1
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3.5.13 Deux plans sont donnés par leurs équations. Déterminer s’ils sont concourants,
paralléles ou confondus et, selon les cas, leur intersection.

a) a:3r—2y+52—4=0 B:3r4+2y+52—4=0
xr=4+2k+5n
b) a:3z—-2y+52—-4=0 B¢ y=2+3k , avec k,n € R
z=—=3n
r=14+3k—2n r=2+p+5q
c) a:Q y=1—k+n ,aveckneR p:{ y=2-2q ,avec p,q € R
z=3+k—n z2=2+4+2q

3.5.14 Calculer les coordonnées du point d’intersection des plans © — 2y + 2z — 7 = 0,
2r+y—2+4+2=0etxz—-3y+22—-11=0.

3.5.15 Démontrer que les plans d’équations 7z +4y+72+1=0,2x —y—2z+2=0¢et
x+ 2y + 32z — 1 = 0 ont une droite commune dont on donnera les équations cartésiennes.

3.6 Problémes métriques dans ’espace

3.6.1 Calculer ’angle aigu déterminé par les droites d’équations :

x 3 1 x 2 1
yl=1-2|+k|-1],avecke€R et yl=|-3|+m| 1 |,avecmeR
z 0 V2 z -5 V2

3.6.2 Calculer 'angle aigu déterminé par les plans « et 3 :

a) a:3y—2z=0 B:2y+2=0

r =b5+4\N—pu

b) a: ¢ y =—=T+1I\+2u ,avec \,u € R
z =11+3\+5u
T —2 —6
15} y | =u 1 + v 0 |,avecu,ve R

z 0 1

r=2-2k
3.6.3 Calculer 'angle aigu entre la droite d : y = bk avec k € R, et le plan

z2=-3+k

a:2r+ 3y+ 4z = 0.
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3.6.4 Calculer la distance du point P a la droite d dans les cas suivants :

x=3-2k
a) P(—5;4;-2) d:{ y=2+3k ,avec k € R,
z=k—1
T -3 1
b) P(5;—2;1) d:ly] =8 | +k|6],aveckeR.
z 16 2
x 1 2
3.6.5 Vérifier que les droites d’équations |y | = | =1 | + k| 4 |, avec k € R, et
z 0 —6

r—3 1—2z
- Y 5 sont paralleles et calculer la distance qui les sépare.

3.6.6 Calculer la distance des droites a et b lorsque :

T 1 1 x 1
a) a: |yl =|1]|+k| 4 |,aveckeR b:|y]=n| 0 |,avecn € R
z 0 -3 z —2
=6—4k
-3 —4 .
b) a:Z 5 :y+1:22 b: y=k—4 ,aveckeR
N z=k+1

3.6.7 Considérons les droites concourantes d; et do données ci-dessous :

r=2+k r=2n
di:{ y=3+3k ,aveckeR et dy:q y=4—n ,avecnéeR
z=—142k z=2-—3n

Déterminer les équations paramétriques de leurs bissectrices by et bs.

3.6.8 Calculer la distance du point P au plan « dans les cas suivants :
a) P(—8;7;0) a:2rx—2y+z2+6=0,

r =3—4\+8u
b) P(6;1;-2) a: y =2—-32+2u ,avec \,u €R.
z =1+3X+6p

3.6.9 Vérifier que les plans d’équations 3x + 12y — 4z = 18 et —6x — 24y + 82— 146 =0
sont paralléles et calculer la distance qui les sépare.
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3.6.10 Trouver les équations des plans situés a une distance 6 du plan d’équation

a: 9z + 2y— 62— 8= 0

3.6.11 Déterminer les équations des plans bissecteurs des plans « : 3z + 62 = 2y + 20
et B:2+2=0.

3.6.12 Calculer les coordonnées des points de la droite d’équation

x ) 3
yl|l =113 +k|7]aveckeR
z 7 5)

qui sont équidistants des plans « et § d’équations respectives

6r—y—22+3=0 et 3x+4y=42+4+9

3.6.13 Déterminer les points d’abscisse 2 équidistants des points
A(=1;5;4) et B(1;—1;-2)

qui sont situés a une distance de 3 du plan Ozxz.

3.7 La sphére

3.7.1 Indiquer, parmi les équations données ci-dessous, celles qui définissent une sphére.
Déterminer alors les coordonnées du centre et le rayon de la sphére :

a) (x—2P7+y"+(z+1)*=9

) 2+ + 22— 120 —2y+62+56=0

) 2?4 y? 422+ 4 =14y + 82 — 69

) 3622 + 36y + 3622 — 108z + 96y + 109 = 144z

oo

o

86



Mathématiques |l Gymnase de Burier

3.7.2 Déterminer I’équation des sphéres définies par les conditions suivantes :

a) le centre est C'(0;2; —4) et le rayon est égal a 5,

b) le centre est C'(1;—2;4) et elle passe par le point P(3;2;—1),
c) l'un de ses diametres est [AB], ou A(—1;0;5) et B(7;4; 1),
d) elle passe par les points A(4;2;—3) et B(—1;3;1), et a son centre sur la droite
x 2 —1
d: yl= [3]|+k]| 2 |,aveckeR
z 7 2
x 3 1
e) elle est centrée a l'origine et tangente a la droite d’équation [y | = [ 5| +k | 1 |,
z ) —2
avec k € R,

f) le centre est C'(4;1; —5) et elle est tangente au plan d’équation x + 2y + 2z = 4,

g) elle passe par les points M(0;3; —4), N(2;2; —3) et P(10;1; —8), et son rayon vaut
5v/2,

h) elle passe par les points R(—2;2;3), S(0;4;1) et T'(—5;5; —1), et a son centre sur le
plan d’équation = 4+ 3y = 2z + 7,

i) elle passe par les quatre points E(5;7; —2), F'(3;1;0), G(—5;12;3) et H(—3; —2; —1),

j) elle passe par les points M(8;8;9), N(—1;—1;9) et P(11;5;9), et est tangente au
sol.

3.7.3 Déterminer la position relative de la sphére 2 : (x —3)2+ (y—5)2+ (2 — 10)* = 25

etdeladroited:xg7:y+64:z—5.

(z—3)%+ (y+2)2+ (2 — 1)> = 100
20 =2y —24+9=0
il un cercle? Si oui, calculer les coordonnées du centre C' et le rayon r de ce cercle.

3.7.4 Le systeme d’équations détermine-t-

3.7.5 Montrer que les deux spheéres d’équations :
22+ %+ 22 =81 et 4yt 2t —dr — 12y +62+45=0

sont tangentes intérieurement et déterminer 1’équation cartésienne de leur plan tangent
commun.
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3.7.6 On donne la sphére ¥ et le point T'. Aprés avoir vérifié que T' appartient a 3 |
trouver 1’équation cartésienne du plan tangent a > au point T :

a) Y:(r+3)2+(y—15)2+ (2 —2)? =225 T(7,4;4) ,

b) T:(z—2)°+(y+4)*+ (z—3)* =289 T(14;4; -6) ,

c) Y:a? 4y +22—22— 10y + 6z =27 T(—2;12; -5) ,
d) X :4922 + 49y? + 4922 + 42y + 34 = T0x + 294~ T (3; —1; g)

3.7.7 On donne la sphére ¥ : 2% + y? + 22 = 216, ainsi que la droite

x 7 1
d: |y |=k| -2 |+ 0 | avec keR
z —1 0

Déterminer les équations cartésiennes des plans perpendiculaires a d et tangents a 3, ainsi
que les coordonnées des points de contact de ces plans avec X.

3.7.8 Ondonne lasphére ¥ : (z—3)%+(y—1)*+22 = 169 et le plan v : 122+4y+32—12 =
0. Déterminer les équations cartésiennes des plans paralléles & « et tangents & >, ainsi
que les coordonnées des points de contact de ces plans avec X.

3.7.9 Un rayon lumineux issu de A(5;1;2) est réfléchi d’abord sur le plan o d’équation
3z +y+ 4z + 2 = 0, le point d’'incidence étant R(1;3;7), puis sur la sphére de centre
M (6;13;6) et de rayon v/24.

a) Déterminer les équations paramétriques des deux rayons réfléchis.

b) Déterminer la distance entre le rayon incident et le deuxiéme rayon réfléchi.

3.7.10 On donne les points A(2;9;6) et B(8;1;10) ainsi que la droite

T 1 2
d:ly]l =1+ k|1l]aveckeR
z 0 2

a) Calculer les coordonnées du centre et le rayon de la sphére passant par A et B et
dont le centre est sur d.

b) La spheére coupe-t-elle le plan d’équation 6z + 3y — 2z +25=07
c) Quelle est, sur la sphere, la plus courte distance entre A et B?

d) Déterminer une équation paramétrique d’un axe de rotation laissant la sphére inva-
riante et qui échange les points A et B.
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3.7.11 Un cone de révolution a pour sommet S(0;0;0) et son axe passe par A(1;1;—1).
Le cercle de base du cone passe par Q(0;6; —18).

a) Calculer le demi-angle d’ouverture du cone.
b) Calculer la longueur de la hauteur du cone.

c) Déterminer I'équation cartésienne de la sphére qui est tangente intérieurement
au cone en le point Q.

3.7.12 On donne les plans a : 8t +y—4z =9 et f: 6x+3y—2z =5, ainsi que le point
P(2;-3;7) de . Déterminer 1’équation des sphéres tangentes & o en P et tangentes a (.

3.7.13 On considére la famille de droites dj, passant par M (3; 3;0) et de vecteur directeur
Ux = (2;1; k), ou k est un paramétre.

a) Déterminer I’équation cartésienne du plan « contenant dy et dy, et prouver qu'il est
perpendiculaire au plan 7 : z = 0.

b) Montrer que toutes les droites dj sont contenues dans c.
c¢) Déterminer k pour que dj soit tangente a la sphére 3 d’équation 22 + y* + 22 = 9.

d) Calculer les coordonnées du centre et le rayon du cercle intersection de ¥ et de a.
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3.8 Solutions des exercices

La droite dans le plan

3.1.1 -

3.1.2 Oui, non, non, oui.

3.1.3 a) (2,0) ; b) (0;9); ¢) (7;-5); d) (%;—2) pe) (3;3): 1) (—1;11).
):<§)+k<_14),aveckeRb< ) (g)+k< )
T() - () e mmer e (3) - (2) (7
(5 )= (a0 Jor(3) menemn (7) (5 )=+ ()
g)(;j):<182)+k<(1)),aveck:GR.

3.1.5 Oui, oui, non, oui.

3.1.6 a) (&E) ; b) <—1—;;—4) ; ¢) (=6;—6);d) (=2;0);¢) (0;3); 1) <—?—?;—%)-

< 8

aveck € R;

O =

2

317 a)x+4y—23=0;b) 32+ Ty+23=0;¢)3z+4y+10=0;d) x + 4y — 13 =0;
e) 8 —by+106=0;f)y+2=0;g) —8=0.

1
318 muy:52+9y+3=0,mp:7c+9y+3 =0, mczx:OetG(O;—g).

3.1.9 -

3.1.10 m = —

~|ot

3.1.11 h=T1.

3.1.12 a)

d)J:(
g)cf=<

3.1.13 -

31.14 a) Te — 6y —1=0;b) bo+2y+12=0;¢) Tx +y — 12 = 0.
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3115 AB:x—2y—8=0,AD : 2+ 1ly—8=0et BC: 2+ 11y —99 =10

3116 a) y—2=0;b)x—6=0;¢c)z+y—3=0;d) %

3.1.17 a) T +3y—5=0;b) 92 —y—21 =0;¢) 3x+2y =0;d) y+3=0;e) x —2 = 0.
3.1.18 (—2; —1).

3.1.19 (11;-11).

3120 hy :4x+3y—11=0,hg:2+y+2=0, h¢:3x+2y — 13 =0, H(17;—19).
3.1.21 7z —y+8=0.

3122 mup:x—2y+10=0, mpc :3x+y+2=0,mac:x+y—2=0, K(—2;4) et
r=2>5.

3.1.23 (2;1),(4;2),(—1;7),(1;8).

3.1.24 C(6;1).

3125 32+ 7y —5=0,3x+2y —10=0et 924+ 11y + 5 = 0.

3.1.26 AB:4x+5y+5=0,AC:y—3=0,BC:4zx+3y—5=0.

3.1.27 a) concourantes en I(—34;—19); b) confondues, m = +; ¢) concourantes en
I (—%; %) ; d) paralléles, m = 4.

3.1.28 Les droites sont concourantes en [ (%; %)

3.1.29 a) a:i;b) a=1;c)-.

Questions métriques dans le plan

3.21 V3z+y+5+/3=0.

3.22 a)45°;b)90°;¢)0°;d) 55,49°.

323 2 —5y+3=0.

3.2.4 29z — 2y + 33 = 0.

3.25a)3;b)1;¢)4;4d)0.

3.2.6 5.

3.2.7 V2.

3.2.8 62 — 8y — 55 = 0 et 62 — 8y + 65 = 0.
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329 AB : 4x+3y+20 =0, AD : 3z —4y+15 =0, CD : 4o+ 3y —5 = 0 ou

4o + 3y +45=0.

8 27 28 7
210 (22 ) e (21 ).
3.2.10 <5’10)e (5’10)
3.2.11 2; 3z + 4y — 8 = 0.
3.212 224+ 2y +17=0.

3.2.13 7z + 56y — 40 = 0.

3214 2+ y+5=0.

3215 2 —-3y—5=0et3x+y—5=0.

69 3
2.1 ——— .
3 6< 272)
Le cercle

3.3.1
a) C(5;—2) r=5
b) C(=2;0) r=S8
¢) C(5;=2) r=0
Il s’agit d’un point !
d) C(0;5) r=+/5
e) C(1;,—2) r=5
f) 0
3.3.2
a) 22 +y? =9
b) (x—2)*+ (y+3)* =49
¢) (z—6)*+ (y+8)* =100
d) (z+1)°+(y—2)*=25

e) (x—10+(y—4)?=8

g) C(=2;1) r=0
Il s’agit d’un point !

) C(3-2) r=
Il s’agit d’un point !

f) 22 +y* =16
g) (x—1+(y+1)*=4
h) (z—2)%+ (y—4)>=10

i) (x—12+y2=1
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3.3.3

a) La droite coupe le cercle.
b) La droite est tangente au cercle.

c¢) La droite et le cercle sont disjoints.
3.3.4 Les cercles sont tangents extérieurement.
33522 —-5y+19=0
3.3.6 17
33.72—-2y—4=0
3.3.8 10

3.3.10 (z— 12+ (y+2)*=16
3311 (z—4)2+(y+1)* =5 et (x—-2)%+(y—3)>%=
3.3.12 (z+6)*+ (y—3)*=50 et (z—29)*+ (y+2)*=800
2
3313 (-2 +(y—1)0*=5 et (z—2) +(y+32) =2
2

a) t—2y+5=0
b) 3z —4y+43=10
c) 3z —Ty=0

d) 22— 5y+12=0
e) To+8y—38=0

f) b +3y—13=0

3.3.17 45~

3.3.18 90°

3319 22 +y—-1=0 et
3320 2z +y—-5=0 et
3321 22+y—-8=0 et
3322 x =6 et
3.3.23 90°
3.3.24 /10

20+y+19=0
20+y+5=0
r—2y+11=0 Ti(3;2) T2(—3;4)

122 —35y+103=0 Ti(6;—2) Tp(—2;%)
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La droite dans ’espace
3.4.1 Aedl,Ang; Bédl, Bedg.

3.4.2 a) (=3;0;0); b) (—28;5;-15); ¢) @;—g;g) ;d) (=8;1;-3).

3.4.3

x 1 0

a) |y | =12 |+k[ -2 |, avec k € R;
z 3 2
T 2 -1

b) y | =1 3 | +k 2 |,avec k€ R;
z 5) 2
T -3 0

c) y | = 5 +k| O |,avec k € R;
z 2 1
T 8 1

d) y | = 6 +k| —2 |,avec k€ R.
z —12 5

3.44 -~

3.4.5 a) confondues; b) concourantes en (2;3;5); c¢) gauches; d) paralléles.

Le plan dans 1’espace
351 Ada, Acp;Bea, BEp.

T 1 0 5}
352a) |l y |=| -2 |+A| -2 | +u 8 |,avec \,u €R;
z 3 2 -3
T 2 1 -3
b)l vy | =5 |+A| -1 |+ pu 2 |,avec \,u € R;
2 ( 1 1 ( ~1
T 1 4 1
oly |l=1-21]+A 4 +u 7 |,avec \,u € R;
z ( 3 -2 (—1
T 5 1 0
d) [ v | = 2 +A 0 )+ p| 1 ],avec A\, ueR.
z —2 0 0
3.6.3 -

(e}
=
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2 1 3 0 1 0
354 a)| —1 |;b) 5 ;0| =2 |;d) 5 ;e | 0 |;f) [ 3
—2 —1 0 -3 0 0

355a)r—2y+3243=0;b)2r —y—224+54 =0;c¢) 2 —3y+ 3z = 0; d)
or +2y — 2+ 3=0.

356 a)z—y—2=0;b)r+2y+2—-13=0;¢)br+y+122—-39=0;d) 2+2=0.
357 x+22-4=0

358 4r — Ty —62+1=0.

3.5.9 (z;y;2) =(2;-3;=5) + k- (6; —3;5) avec k € R.

3.510 92+ 11y +52—16=0

3.511 42 +6y+52—-1=0

3.5.12 a) paralléles; b) concourants en (2; —3;6); ¢) confondus.

. 4/3 5
3.5.13 a) concourantsen | y | = 0 +k 0 |,avec k € R; D) paralléles; c)
z 0 3

confondus.
3.5.14 (1;-2;2)

r y—5 z+3
35156 —="——=
1 7 -5

Problémes métriques dans ’espace
3.6.1 60°

3.6.2 a) 45° b) 87,47°
3.6.3 Environ 30.57°
3.6.4 a) 5-16/2 b) 15
3.6.5 V/1162/14

366 a)l b)3

3.6.7
x 2 3
y | = 3 +k 2 avec k € R
z —1 —1
x 2 —1
y | = 3 +1 4 avec [ € R
z —1 )
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3.6.8a)8 b)3

3.69 7

3.6.10 92 +2y —62—74=0 et 92+2y—624+58=0

3.6.11 Il s’agit des plans 3x — 2y — 2 —34=0¢et 3x — 2y + 132 — 6 = 0.
3.6.12 (1/2;5/2;—-1/2) et (—1;—1;-3).

3.6.13 (2;3;2/3) et (2;—3;20/3).

La spheére
4
3.7.1 a) C(2;0;—-1), 7 =3;b) 0; c) C(=2;7;4), 7 =0; d)C (; -3

;2), r= +/b.
372 a) 22+ (y— 22+ (2 +4)?=25;b) (z — 1)  + (y+2)2 + (2 —4)* =

c) (x—3)2+(y1—7§)2+(z+1)2 =56;d) (x —4)? 4%4(?/+1) + (2 — 3)? —45

e) &*y 2" = == ) (2= 4+ (y—1)*+(245)° = 5 8) (€ =5)*+(y—6)*+(2+8)" = 50,

(x —35/11)% + (y — 6/11)% + (2 + 108/11)> = 50; h) (z +3)> + (y —4)> + (2 — 1)> = 9;
) (24374 (Y -6+ (24+2)?=065;]) (x =5+ (y—2)* + (2 = 7)* = 49.

3.7.3 d est extérieure a .
3.7.4 Oui,on a C(—1;2;3) et r = 8.
3.75 2x 4+ 6y —32—-63 =0

3.7.6 a) 10r—11y+22—-34=0;b) 122 4+8y—92—254 =0; ¢) 3x — Ty + 22+ 100 = 0;
d) 1122 — 28y — 91z — 260 = 0.

3.7.7 Te— 2 —2— 108 =0, 7o — 2y — 2 + 108 = 0, (14; —4; —2), (—14; 4; 2).
3.7.8 12z + 4y + 32 — 209 = 0, 12z + 4y + 3z + 129 = 0, (15;5;3), (—9; —3; —3).

1 1 T 4 4
21,y =19 +1]|8],avec k,l € R;Db)
—2 2 z 4 1

1
3.7.9 a)

ST
I
w
_I_
=~

EE
[\
Nej

3.7.10 a) C(5;3;4), r=7; b) non; c) 12,29; d) axe de rotation est

5 0
=|3]+k|2]aveckeR
4 4

IS

3.7.11 a) 43,09°; b) 8v/3; ¢) (z — 15)2 + (y — 15)% + (z + 15) = 315.

3.7.12 (2+6)*+(y+4)*+(z—5)* = 81, (x - @) +<y + 181) (z — 2—?)2 = (g)z.

6 6
3713 a) x —2y+3=0;b)-;¢c) k==%2;d) (— 7370)’ﬁ

ol w
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Chapitre 4

Puissances, racines, exponentielles

logarithmes

4.1 Puissances et racines

4.1.1 Simplifier les expressions suivantes :

a) 24.34 b) 23.(=3)3.-4% «¢) 3°.5°
0.5l r2 10 2 K2, 1r3 5°
d) 5°-51.5%.....5 e) 3°-5%-15 f)ﬁ
5 2\° LT T
8) 5 h) (—g) ) T
4.1.2 Simplifier les expressions suivantes :
a) (22)° b) 2 c) ((=4)%)"

() 0 O
0 s w () 0 S

4.1.3 Calculer :
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4.1.4 Le produit de tous les nombres de chaque ligne et de chaque colonne du tableau
vaut 2. Remplir les cases manquantes :

211 272 28
20 23

22 | 27
2—1 210

4.1.5 Simplifier les expressions suivantes :

53
a) 24 . 2_2 -2 b) (23)_5 C) F
Q) (C)2)F o) (25 n (L
118
49 100 17280 - 57 - 125
73 -7 h) 10’000 - 21073 ) —/—— -
&) 7 ) 100000 ) —0.2.250

4.1.6 Simplifier les expressions suivantes et écrivez-les sans fraction :

a) ryz%- 3wy 272325 b) (2d%Pc)t  ¢) (2—23) (;)3 d) %;sz)) + (356)

e) (u2v%)3 f) % o) (§)2_<%>3 h) (9y 3y )

4.1.7 Calculer :
a) V25 b) V1000 ¢) v625 d) /32 e) V729
f) ¢0,027 g) 0,125 h) ¢0,015625 i) v/0  j) +/0,000008

4.1.8 Simplifier les expressions suivantes :

a) V24 b) VI8 o) V243 d) VB0 ) V300 f) Vb4
g) V125 h) V14T i) VB0  j) VI000 k) v250 1) V7000
m) 3v/5 —4v/20 + 5v/45 — 3v/80 1) 2v/40 — 2¢/90 + /4000 — 5/10
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4.1.9 Effectuer et réduire :

a) (OW12+3)(V3+8)  b) (4v3+V45) (V5 —2v27)
) V3—-2v2-V/3+2v2 d) (vV3+1)*

4.1.10 Simplifier les expressions suivantes :

a) V7 b) V218.512.38 ) V6d-v4 d) V3P e) (v/v/V2)12

£ V3v3 g \/5vV5V5 h) V292 Q) \/3V/34/35 )

4.1.11 Simplifier les expressions suivantes :
a) Va? - (a)? b) Va-(Va? ¢ Vai-(Va2)b d) Va* Val
&) Va- V@ (Yo' 1) Ya-V@-Ya g Vi h) (/0"

. Va! . Vad Va-/a a’
i) 7a ) 55 k) = 1) Ve va

4.1.12 Rendre rationnel les dénominateurs et simplifier les expressions :

1 2 1 1 2 1
Wi "% 9% Yy Y vneva e

4.1.13 Ecrire a I'aide d’exposants rationnels :

D VFE D) VT O VE O VE O ) o= ) OB W)

4.1.14 Ecrire a 'aide de racines et d’exposants entiers positifs

a) 72 b) 35 ) 642 d) —11°% ) 367 f) 85 g) 2775 h) (=3)°F
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4.1.15 Calculer sans aide de la machine :

a) V16>  b) (5+162)z c¢) 4-2527 d) (4-25)32
h) (32)7s

S

e) 19-275 f) (19—27)s g) (—32)

4.1.16 Calculer :

ol

a) 85 +162 4275 + 811 — 1255 — 10005 b) (3325 + 31085 — 256 23) - 2

1 1 1
¢) (32025 4 2.320:25 _ g075) . g0.2 d) 165 —4 - 12283 + 32503

W=

4.1.17 Simplifier les expressions suivantes et écrivez-les sans fraction :

a) w3y —3/2,1/6

b) (a—2/3b—1c2)—3/2 . (a—1/2bl/3c)—2
; x*2/3y3/4 1/5 B 2y 2 2/3
15/242/3 C\ xl/By=2/5

4.2 Exponentielles et logarithmes

4.2.1 Résoudre les équations ci-dessous:

a) 73&—}—6 — 73x+4 g) 273[:—1 — 9290—3
b) 6771 — 62:1:+1 h) 2T AT — _§
C) 32:1:+3 — 3(12) 1) (593—2)4 =125 - 5596—3
z2) _ 93z+2
d) 9( ) = 3 + J) (3:1371)3 =9. 3:1372
—100x __ z—4
e) 2 = O, ) k) 34a:+2 —36- 32x+1 = —9243
1 6—x
f) ()07 =4 1) 5-5%-T 120523 = 625
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4.2.2 Calculer a la main :

a) log,(1) b) logy(8) ¢) log,(64) d) log,(1'024)
e) log;(5) f) logs(V3) 8) 10g245(1/243)  h) logy(27)
i) log(1000) i) log,(V2) k) log, 5(64) 1) logs(0,04)
m) logs(V/27) n) In(e?) o) log,(a) p) log,(a’)
q) log(10000) r) In(e) s) logy(1/8) t) logs(V/3)
u) log(200) —log(2) v) logg(4) +1logg(9) w) logs(1) x) log(—1)
y) log(0.0001) z) In(0)

4.2.3 Sachant que log(2) = 0.3010 et log(3) = 0.4771, calculer sans la calculatrice:

a) log(6) b) log(16) «¢) log(v/2) d) log(0,5) e) log(36) f) log (%)

4.2.4 Simplifier les expressions ci-dessous sans utiliser la machine :

a) log(16) + 2log(3) — 2log(2) — %1og(9) b) log(15) + 3log(10) — log(30) — log(5)

log(20) + log(100) — log(2)
1

1 1
¢) 4log(5) + log (g) —3log(3) + 3108(27) d) 10 5500) " log(5) 1 Tog(0, 1)

4.2.5 Résoudre les équations ci-dessous :
a) r =10g,(32) b) 22 =100 c¢) log,(256) =4 d) logy(x) =4

e) 107=5 f) €2 1=27 g) log,(1'000) =3 h) 12% = —49

4.2.6 Résoudre les équations ci-dessous :
a) logy (z +1) = log,,(7) b) logs(2z — 3) = logg(12) — log(3)
c) log(xz) —log(x 4+ 1) =3log(4) d) 2logs(x) = 3logs(5)

e) In(z)+In(z —2)=0,5In(9) f) logg(z +4) =1 —logg(z — 3)
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4.2.7 Résoudre les systémes d’équations:

) { log(x)+1;giy; i 35 b) { 1og(x)—log(xy?3 =1

I
b

4.2.8 Estimer graphiquement les solutions des équations suivantes:

a) 306:;@—0—1) b) =+ logs(z) =0

4.2.9 Esquisser le graphe des fonctions suivantes :

a) flo)=x-2° £) f(z) =z +11°
b) f(z) :g g) f(z) =z logy(x)
9 Fa) — 2 ) f(z) = logy(~)
Q) f() =27 ) f@) = s

&) f(x) = g ) () = logy(a?)

4.2.10 Donner 'ensemble de définition des fonctions suivantes:

W) @)= 1o ) f(x) =log(s’ +24° = 3)

b) f(z) = log, vl d) f(z) = %
z 43 log(x 1)

4.2.11 Etablir le tableau des signes des fonctions suivantes:

a) f(r) =log(—x*+4x+22)

b) f(z) =12 — 103"

0 flx) = 1og2( 2r )

z—1

4.2.12 Une étude a montré que l'indice de satisfaction (sur une échelle de 1 & 10) des
clients abonnés a un service Internet était donné par la fonction s définie par

_ 20In(t+1)+¢
n t+1

s(t)

t>1
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ou t représente le nombre de mois écoulés depuis le début de 'abonnement (cette fonction
n’est valable qu’a partir de la fin du 1® mois).

a) Quel est l'indice de satisfaction aprés 5 mois d’abonnement (réponse a deux déci-
males) 7

b) Sil’abonnement est conclu le 1°" janvier, au cours de quel mois I'indice de satisfaction
est-il maximal ?

c) Calculer lim s(t).

t—+o0

4.2.13 Dans une école, une étude a montré que le degré d’intérét (sur une échelle de 1 a
10) des éléves au cours d’une legon de 45 minutes est donné par la fonction d définie par

_t-e_%+2

d(t) .

ou t représente le nombre de minutes écoulées depuis le début de la lecon.
a) Quel est le degré de motivation des éléves en entrant en classe ?
b) Quel est le degré de motivation des éléves aprés 20 minutes en classe ?

¢) Aprés combien de minutes le degré maximal est-il atteint 7 Donner sa valeur maxi-
male.

4.2.14 Le modele de Jenss est généralement considéré comme la formule la plus précise
pour prévoir la taille d'un enfant en age préscolaire. Si y est sa taille en cm et x son age
en années, on a y = 79,041 + 6, 39z — 3201709937 Quelle est, d’aprés ce modéle, la taille
d’un enfant d’une année ?

4.2.15 La relation d’Ehrenberg In(m) = In(2,4) + 1, 84h est une formule empirique liant
la taille 2 (en métres) a la masse moyenne m (en kilogrammes) d’enfants agés de 5 a 13
ans.

a) Evaluer, a l'aide de cette formule, la taille moyenne dun enfant de 7 ans qui
pese 21,8 kg.

b) Evaluer, a l'aide de cette formule, la masse moyenne d’un enfant de 8 ans qui me-
sure 1,5 m.

4.2.16 Dans I'é¢tude de 15 villes ayant une population P allant de 300 a 3’000’000 d’ha-
bitants, on a déterminé que la vitesse moyenne v (en m/s) d’un piéton pouvait étre donnée
approximativement par v = 0,0151 + 0, 258 log(P).

a) Selon ce modéle, quel est la vitesse moyenne d’un piéton a Lausanne (~ 130’000 ha-
bitants) 7
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b) Evaluer, a l'aide de cette formule, le nombre d’habitants nécessaire pour que la
vitesse moyenne d’un piéton soit de 1,5 m/s.

4.2.17 La masse m (en kilogrammes) d’une éléphante d’Afrique a 1'age de ¢ (années)
peut étre donnée approximativement par m = 2'600(1 — 0, 51e~%057)3,

a) Donner approximativement sa masse a la naissance.

b) Evaluer I'age d’une éléphante d’Afrique ayant une masse de 1,8 tonnes.

4.2.18 Un pécheur esquimau tombe dans l’eau dont la température est de 0°C . La
relation T' = 37¢7%92¢ donne la température 7' de son corps aprés ¢ minutes.

a) Quelle sera la température de son corps aprés 45 minutes.

b) Calculer le temps dont disposent ses amis pour le secourir si l’on sait qu’il s’évanouira
lorsque son corps sera a une température de 25°C.

4.2.19 La population d'une culture bactérienne double toutes les 12 heures. Supposons
que la population initiale est de 10’000 bactéries.

a) Déterminer la relation qui représente la taille de la population N aprés ¢ heures.
b) Combien y aura-t-il de bactéries aprés une semaine ?

¢) Au bout de combien de temps le nombre de bactéries aura-t-il triplé ?

4.2.20 Un étang contient 1’000 truites. Trois mois plus tard, il n’en reste que 600.

a) A l'aide d'un modéle exponentiel, trouver une formule permettant d’estimer le
nombre N de truites restantes aprés t mois.

b) Combien y aura-t-il de truites dans 1'étang aprés une année ?

¢) Aprés combien de temps y en aura-t-il plus que 807

4.2.21 Un médicament est éliminé du corps par l'urine. Un patient en avale une dose
de 10 mg. Une heure plus tard, des mesures montrent qu’il ne reste plus que 8 mg de ce
médicament dans son corps.

a) A l'aide d’'un modeéle exponentiel, trouver une formule permettant d’estimer la quan-
tité @@ de médicament encore présente dans le corps du patient aprés ¢ heures.

b) Donner approximativement la quantité du médicament dans le corps du patient 8 h
aprés absorption.

c) Aprés combien de temps, le patient n’aura plus que 1 mg de ce médicament dans
son corps ?
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4.2.22 On place un capital C' & un taux d’intérét annuel ¢ pendant une durée de n
années et on obtient le montant C,. Remplir le tableau ci-dessous :

C i n C,
4720.— | 3,5% | 12 ans
3,5% | 24 ans | 5'388.65
9'440.— | 3,5% 11'604.17

790.— 72 ans | 9404.43

4.2.23 En 1867, les USA ont acheté I’Alaska a la Russie pour la somme de $ 7°200"000.
En supposant que la valeur du terrain augmente réguliérement de 3% par an, quelle aurait
été sa valeur en ’an 2’000 ?

4.2.24 CHF 10’000.- sont déposés sur un compte d’épargne a un taux d’intéréts compo-
sés de 11% par an. Combien faudra-t-il d’années au minimum pour que la somme double ?

4.2.25 Le taux de dépréciation annuel d’une voiture de valeur initiale CHF 18’000.- est
de 25%.

a) Trouver la valeur v de cette voiture aprés ¢ années.
b) Calculer la valeur de la voiture aprés 8 ans.

c¢) Calculer la valeur de la voiture lorsque ¢ devient trés grand.

4.2.26 Nous avons au départ 50mg de I'isotope Po?!?. Aprés 30 jours, il n’en reste plus
que 43mg.

a) Déterminer la quantité de matiére restante ) aprés ¢ jours.
b) Combien restera-t-il de matiére apres 3 semaines.

¢) Quelle est la demi-vie de cet isotope.

4.2.27 Le césium est une matiére radioactive dont la demi-vie est égale a environ 30
ans. On dispose de 100 tonnes de cette substance.

a) Déterminer la quantité de substance restante () aprés t années.

b) Combien restera-t-il de cette substance aprés 5 ans.

4.2.28 Les grottes de Lascaux ont été découvertes en 1940. Des analyses ont montré
que le charbon trouvé dans ces grottes avait perdu le 83% de la quantité de C** présent
dans les plantes vivantes. Déterminer 1’age des peintures de Lascaux.
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4.2.29 La taille d'un arbre est souvent décrite par un modeéle logistique. Supposons que
la hauteur A (en métres) d’un arbre de t années est donnée par la relation

40

. —
1420002

a) Quelle est la hauteur d’un arbre vieux de 30 ans?
b) A quel age l'arbre aura-t-il une hauteur de 16m?

¢) Quelle hauteur maximale I’arbre peut-il atteindre 7

4.2.30 La grippe se propage a partir d’'un individu malade dans une population de

1’000 personnes. On admet que le nombre de personnes qui sont ou ont été atteintes par
1000

1+999.10-017t
a) Combien de personnes ont-elles été atteintes aprés 20 jours ?

la grippe aprés t jours est N =

b) Aprés combien de jours 600 personnes ont-elles été atteintes ?

¢) Quel est le maximum de personnes qui peuvent étre atteintes par la grippe ?

4.2.31 En 1980, la population des USA était d’environ 227°000’000 habitants et en 1990
d’environ 248’710°000 habitants. Des sociologues prédisent que la population des USA se
rapprochera de 500 millions, mais ne dépassera jamais cette valeur.

a) A l'aide du modéle logistique, donner la population N des USA ¢ années aprés 1980.
b) Quelle fut la population de ce pays en ’an 2000 7

4.2.32 Les démographes utilisent principalement quatre modéles de croissance de la
population mondiale. Pour chacun d’eux, la population initiale est de 4 milliards en 1976
(t = 0) et le taux relatif de croissance instantanée de 2% par année :

e croissance illimitée : P; = 4e%%% (

en milliards)

e croissance limitée : Py = 20 — 16e7%9%¢ (en milliards)
20
1 + 4e—0,025t

e modeéle de Gompertz : Py = 20(0,2)*%" (en milliards)

e modéle de Verhulst : Py = (en milliards)

Pour chacun des modéles,
a) calculer la croissance de la population mondiale lorsque ¢t = 0, t = 1 et ¢ = 10.

b) au bout de combien d’années la population mondiale atteindra 5 milliards d’indivi-
dus?

c¢) calculer la croissance de la population mondiale lorsque t devient trés grand.

d) tracer la courbe représentative de chacun des modéles pour ¢ > 0 et comparer les
prédictions de ces quatre modéles.




Mathématiques |l Gymnase de Burier

4.2.33 Un séisme a été enregistré par un sismographe a 220 km de son épicentre. Calculer
son amplitude si sa magnitude était de 5 sur ’échelle de Richter.
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4.3 Solutions des exercices

1 2°
4.1.1 a) 6*; b) (—24)3; ¢) 155; d) 5°°; ¢) 15°; f) 5%; g) w2 h) —35 i) 1.

1.2 6.b 8. 16.d 1. 28.f23. 15.h 24.'

4.1. a)27 )2,(3)2 ) )318’6)?’ )?ag)z ) )?71)1
1 1 1 27

413 a)E,b)é,c)2—7,d)4,e)4,f) §

211 2—2 2—3 28
20 26 25 23
21 2 2?2 27
271 29 210 274

4.1.4

4.1.5 a) 2°;:b) 271%:¢) 5%, d) 1;¢) 10; ) 11°; ¢) 77%; h) 107%; i) 108.
4.1.6 a) 312%y%28; b) 24a®b'2ct s ¢) 22355 d) 27y s e) uSu ™Y f) 220y 775 g) 374 h) y .
4.1.7 a)5;b) 10;¢) 5;d) 2;¢) 3;£)0,3;¢g) 0,5;h)0,25;1) 0;j) 0,02.

4.1.8 a) 21/6; b) 3v/2;¢) 9v/3; d) 5v/2; ¢) 10v/3; ) 3v6; g) 5v/5; h) 7v/3; 1) 4V/5;
j) 10v/10; k) 5v10; 1) 10v/70; m) —2v/5; n) 13+/10.

4.1.9 a) 1473 4 78; b) —14V/15 — 57; ¢) 1; d) 16v/3 + 28.
4.1.10 a) V/7; b) 120000; c) 4: d) 27; ¢) 4; f) V27; g) V78125;h) V4;1) 3:j) 2.

4.1.11 a) a; b) a; c) a®; d) Va®;e) Vad; ) Vad; g) ¢a; h) Vad;i) Vad;j) ¥a;
k) ¥a;1) Va'.

2/125
;C

4.1.12 a) v/2/2;b) .

) Y2 42— VEi o) VB VA1) 6+ Y+ Vi

4.1.13 a) 5%3; b) 7Y10; ¢) =7V, d) 21/%; e) 371/2; ) 215/7 . o) 51/ 1) 3.

4.1.14 a) V73; b) V/32; ¢) V64%; d) —V/11; e) \/E—G;f) \5/%;%) \3/12—7;11)--

4.1.15 a) 8; b) 3; ¢) 500; d) 1000; e) 16; f) —2; g) —2; h) 1.

4.1.16 a) —85;b) —482;¢) 6;d) 1.

4.1.17 a) 1siu#0;b) a??/6c7; ¢) 27277/90y13/12,

421 a) § ={1};b) § ={2};¢) S ={-1;3};d) 5 = {—%;2}; e) S = {_94_9}; f)
S=1{Th:) 5={3):) S=0:1) S={~8}:1) S = {3}: k) S = {;1}:) 5 = {3).
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422 a)0;b)3;¢)6;d)105¢e) 1;1f) 1/2;¢g) —1;h) 3;1) 3;j) 1/4;: k) —2;1) —2; m)
3/4;n)2;0)1;p)3;q) 4;1r)1;s) =3;t) 1/4;u) 2;v) 2; w) 0; x) non défini; y) —4;
z) non défini.

4.2.3 a) 0,7781; b) 1,204; ¢) 0,1505; d) —0,3010; e) 1,5562; f) —0, 5283.

4.2.4 a) 2log(2) + log(3); b) 2; ¢) 3log(5) — 2log(3); d)

DO | Lo

4.25 a) S = {5}: b) § = {logy(100)}; ) S = {4} d) § = {16}: ) S = {log(5)} :

ns= (M0 g5 — g0y s=0.

4.2.6 a) S = {6}: b) sz{g}; ) S=0:d)S={11,18}:¢) S={3}: 1) S = {4},
4.2.7
a) (3y) = (20;5); (z;y) = (5;20) b) (z3y) = (2v/5;1/V5)
4.2.8
a) 1:—0.7 environ b) 0.5 environ
429 -
4.2.10 -

4.2.11

4.2.12 -

4.2.13 -

4.2.14 Selon ce modéle, la taille d’'un enfant d’une année est d’environ 75,77 cm.
4.2.15 a) Il mesure environ 1,2 m; b) il pése environ 37,9 kg.

4.2.16 a) La vitesse moyenne est de 1,3 m/s; b) la population doit étre d’environ 569’411
habitants.

4.2.17 a) A la naissance, elle pése environ 305.9 kg ; b) 26 ans.
4.2.18 a) Elle sera de 15.043 °C; b) il faut le secourir avant environ 19.6 min.

4.2.19 a) N = 10’000 - 2/!2; b) aprés une semaine, il y aura 1,6384 - 108 bactéries; c) le
nombre de bactéries aura triplé aprés environ 19 h.

4.2.20 a) Q = 1000 - 0,63 b) aprés une année, il y aura environ 129 truites; c) il n’y
aura plus que 80 truites aprés environ 14,8 mois.
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4.2.21 a) N = 10-0,8"; b) apres 8h, il reste environ 1.68 mg de médicament dans le
corps;

c) il faut attendre 10h, 19min et 8s pour qu’il ne reste plus que 1 mg de médicament dans
le corps du patient.

C i n C,
4"720.— | 3,5% | 12 ans | 7'132.25
4.2.22 | 2'360.— | 3,5% | 24 ans | 5'388.65
9'440.— | 3,5% | 6 ans | 11'604.17

790.— | 3,5% | 72 ans | 9'404.43

4.2.23 Le capital aurait valu environ 367'014'635$.
4.2.24 T ans.

4.2.25 a) v = 18'000(1 —25%)"; b) aprés 8 ans, la voiture ne vaut plus que CHF 1'802.— ;
¢) lorsque ¢ est grand, la voiture ne vaut plus rien.

4.2.26 a) Q = 5000050274t . h) aprés trois semaines, il ne restera plus qu’environ 45 mg
de matiére; c¢) la demi-vie est d’environ de 138 jours.

4.2.27 a) Q = 100 - ¢ 002105 1) apres 5 ans il restera 89 tonnes de substance.
4.2.28 Les grottes de Lascaux datent d’environ 12’708 av. J.C.

4.2.29 a) Un arbre de 30 ans mesure environ 26.74 m; b) aprés 24 ans et demi, I’arbre
mesurera 16 m; c¢) la hauteur maximale qu'un arbre peut atteindre est de 40 m.

4.2.30 a) Apreés 20 jours, environ 715 personnes seront atteintes; b) 600 personnes seront
atteintes aprés environ 19 jours; c) lorsque ¢ sera trés grand, 'entier de la population, a
savoir 1’000 personnes, seront atteintes.

1.135 - 10%7
4.2.31 a) N = :
2) 227108 +2.73 - 108 - ¢—0-017t
caine en l’an 2000 valait environ 270°439’855 habitants.

b) selon ce modéle, la population améri-

4.2.32 a) P(0) = 4, P(1) 22 4.08, P,(10) = 4.89, P,(0) = 4, Py(1) 2 4.08, P5(10) = 4.78,
Py(0) = 4, Py(1) 22 4.08, P3(10) = 4.86, P,(0) = 4, P;(1) =2 4.08, Py(10) = 4.82;

b) P, : 11 ans, P, : 13 ans, P3 : 11 ans et demi, P, : 12 ans; ¢) P; tend vers l'infini, P,
tend vers 20, P; tend vers 20, P, tend vers 20; d) -.

4.2.33 L’amplitude est d’environ 25 pum.
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