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Chapitre 1

Sommes et récurrence

1.1 Sommes

1.1.1 On donne

{E1:3,

Calculer :

1.1.2 On donne

IE1:3,

On donne également

Calculer :

=1
5
d) >z
j=1
To = 5) T3 = 6
Y2=8, y3=3, s

Ty =2 et

ry=2 et x5="T7.

o) 3 (@ +8)

l‘5:7.
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1.1.3 Développer les sommes suivantes

| 3

a) S (—1); b) z 3 ¢) z n Q) z |

~

1.1.4 Développer chacune des sommes écrites a 1’aide du symbole X, en faisant dispa-
raitre ce symbole:

10 10 n
1 1 Z(k:+1)!
R— C —_—
a) Zl@ b) 2k +1 ) k

k=3 k=1 k=1

1.1.5 Développer et calculer les sommes suivantes :

- 5 5 k+2
a) 2.1 d) 3 (m*—6m+9) g >
=0 m=0 =1k
2011 . 5 61
b) 3 (~1) e) X4 (*-1) h) > o
j=1 =1 k=1 3
: Ny 2‘+(1)i Y
k+1 s i :
Q) 3 (k+1) > ) X a
1.1.6 Soit zy,...,x, une suite de nombres réels. Calculer Z(xl — T 1)
i=2
1.1.7 Traduire a ’aide du symbole ¥ les sommes suivantes:
a) 12422432+ -+ 122+ 13% + 142
b) 112 4+ 12% + 132 + - - - + 102% + 1032 + 1042
)1+2+3+ +13+14+15
C —_ - —_ ... —_— JE— _
2 3 4 14 15 16
d) 12+32+52 4+ 112+ 13% + 152
e) (1-3)+(2-4)+(3-5)+(4-6)+(5-7)
f) 14+8+27+64+ 125
1.1.8 Ecrire les sommes suivantes a ’aide du symbole ..
a) 2+4+6+---248 = e) 24+3+5+9+17+---+1025 =
b) 1000 + 1010 + 1020 + - - - + 1540 = f) 4412+ 36 + 108 + 324 =
c) 12+4+22+3%2+...152 = g) 9—12+15—-18+---+303 =

d) 1424448416+ -+ 1024 = h) 45—-40+35—-30+25—20+ 15 =
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,)1+1+1+1+ +1 k)1+4+9+ +10000
1 — — — — = — — JE— - =
2 3 4 n 2 5 10 10001
D§+E+E+@+ +@—
3 7 11 15 55
1 2 3 9
i) gttt Tttt t32- m) (1-3)4(2-4)+(3:5)+(4-6)+(5-7) =

1.1.9 Traduire a ’aide du symbole Y la somme suivante:

3 5 7
1000 — + - +...
1-(14+345) (1+3)-(14+3+5+7) (14+34+5)-1+3+5+7+9)

1.1.10 Est-ce que A =B = C = D si on définit

A:ii.n B:ik-n C=n-Y k D:k~Zn ?
=1 k=1

k=1 1=0

3
3

1.1.11 Ecrire les sommes suivantes en faisant en sorte que la premiére valeur de 'indice
soit 0, puis 49:

a) jZZl:Z...: Z

=0 1=49

20
b) > i
i=10
180k
c) —
k=—ak+5

Faire calculer le résultat de chaque somme a ’aide d'une boucle while en python.

1.1.12 Changer l'indice et ses bornes de sorte que le terme général soit plus simple:

n (’L + 1)2 +3 nt2 i3 n+1 . 1
a - b - C k—1)2+3
)i:201+\/i+1 >j:3<]_3)x )kz::l< )

1.1.13 On considére une suite de n nombres xq, s, x3,...,x,. Ecrire les expressions
suivantes de la maniére la plus synthétique possible a 1’aide d’un symbole de sommation.

a) La somme des termes de cette suite de nombres.

b) La somme des carrés des termes de cette suite de nombres
c) Le carré de la somme des termes de cette suite de nombres
d) La différence entre la somme des carrés et le carré de la somme des termes de cette
suite de nombre
1.1.14 On considére deux suites de m nombres xq,xs,23,...,2T, €t Y1, Y2, Y3, .- -, Yn.

Ecrire les expressions suivantes de la maniére la plus synthétique possible.

a) Produit de la somme des x; et de la somme des y;
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b) Somme des produits z; y;

¢) Somme des y; moins k fois la somme des z;

1.1.15 Ecrire un programme qui fait calculer les sommes suivantes:

100000 100
a) Y. (2+31) c) > 2
i=1 =0
325 106
b) Y d) Y (2k-1)
i=—237 k=1

1.1.16 Ecrire un programme qui fait calculer les sommes suivantes:

23 37 20 10
a) k" c) X2 +1)
n=1k=1 n=1j=1
100 100 10 n
b) 1 ) > Xk
i=1j=1 n=—10 k=—n
n
1.1.17 Soit zy, x9,x3, ..., x, des nombres réels et m = % > x;. Montrer que :
i=1

1< s 1L
ﬁ;(xi—m) —ﬁ;xiz—mz

1.1.18 Soit aq, a9, as, ..., a, des nombres. Démontrer ’égalité ci-dessous.
n 2 n n
E a; = E E a; - aj
i=1 i=1 j=1
1.1.19 Soit ay,as,as,...,a, des nombres. Démontrer I’'égalité ci-dessous par récurrence.
n 2 n n—1 n
2
g a; :g ai+2-§ E a; - a;
i=1 i=1 i=1 j=i+1

1.2 Récurrence

La démonstration par récurrence s’applique dans le cas ot on doit démontrer une propo-
sition P, pour tout entier n > 0 ou n > 1 ou plus généralement n > ny (ng € N).

Une démonstration par récurrence se fait toujours en deux étapes:

a) Premiére phase, dite d’initialisation: on démontre que la proposition est vraie pour
la plus petite valeur de 'entier n: 0, 1 ou ny.

b) Deuxiéme phase : on suppose que la proposition P, est vraie et on démontre sous
cette hypothese, appelée hypothése de récurrence, que la proposition P, est vraie.
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D’un point de vue formel, on peut écrire:

Py est vrai
{ 0 = Vn >0: P, est vrai

n>0et P, = P,

1.2.1 Démontrer par récurrence que, Vn € N*:

= n(n+1) & k? n (n+1)
k= ——7— f =
a)Z; 2 )hl@k—lﬂ2h+m 2 (2n+ 1)
& nn+1)2n+1 "k n-+2
3o - o e+ S S
k=1 k=1
& n*(n +1)° n An — 1) 5ntt
) stz% ) k-5k:5+( n—1)5
£ 2 16
- a1 n(n + 1) d 1
d) Y (=D)M R = (1) 5 i _ n(n+3)

E(k+1)(k+2) 4n+1)(n+2)

i

—_
Eond
—

3

—~ (2k—-1)(2k+1) 2n+1

1.2.2 Démontrer par récurrence que, Vn € N:
a) 8" — 1 est divisible par 7
b) 3272 — 271 est un multiple de 7
c¢) 102 + 103" 4 1 est un multiple de 111

d) n® + 5n est divisible par 3

e) 2n® +n’+ 3 n est un nombre pair

f) 1172 4 12271 est divisible par 133

1.2.3 Soit n € N. Prouver par récurrence puis directement que 3 divise n® — n.

1.2.4 Etablir une formule pour la somme

1 1 1 1

2 a3ty a T T e

1.2.5 Etablir une formule pour la somme

1 1 1

1
R R W S R SR S
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1.2.6 Ecrire en fonction de n la somme des carrés des n premiers nombres impairs.
1.2.7 Démontrer que « Vn € N, n? —n + 41 est premier » est une proposition fausse.

1.2.8 Démontrer que « Vn € N*, (n est premier = 2" — 1 est premier ) » est une pro-
position fausse.

1.2.9 Trouver Uerreur commise dans la démonstration ci-dessous:
On note P, lassertion « Vn € N*, (6 divise 7" + 1) ».

Prouvons que 6 divise 7"+ 1. Supposons que P, est vraie. Alors il existe k tel que 7" 41 =
6k. Ainsi, 7" +1=7-T"4+1=7(6k—1)+1=42k—6 =6 (7k — 1). Par conséquent
6 divise 7! + 1, i.e. P,y est vraie. Par récurrence, P, est vraie pour tout n.

1.2.10 Trouver 'erreur commise dans la démonstration ci-dessous:

Prouvons que tout le monde a la méme taille. On pose P, = « n personnes ont toujours
la méme taille ». Cette fois on n’oublie pas d’initialiser : une personne a la méme taille
qu’elle-méme, donc P; est vraie.

L’hérédité ensuite. Soit n > 1 et supposons que P, est vraie. On considére alors n + 1
personnes. Les personnes 1 jusqu’a n ont la méme taille, par hypothése de récurrence. De
méme, les personnes 2 jusqu’a n + 1 ont la méme taille. Ainsi, ces n + 1 personnes ont la
méme taille.

1.2.11 Démontrer par récurrence :

a) Pour tout nombre réel positif x, la propriété suivante est vérifiée :
VvneN,(1+z)">1+nzx

b) Pour tout a e Ret r e R— {1}, on a:

VneN*, a+ar+ar’+---+art= %
¢) Pour tout « e R—{kw |k € Z}, on a:

Vn €N, cos(a)-cos(2a)-cos(da)- ... cos(2"a) = %
d) Pour des nombres réels strictement positifs 1, xg, x3,..., on a:

1 1 1
Vn € N, (3:1+:c2—|—~-~—|—xn)-<—+——|—...+—) > n?
il i) Tn

1.2.12 Démontrer par récurrence :

a) Vn e N*,  (n+ 1! > 1142431+ .-+ nl
b) Vn e N—{0,1,2,3}, n!>2"

1.2.13 Soit (u,) la suite de Fibonacci définie comme suit :
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U1:1
Uzzl

Upt1 = Up + Up—1, Ppour n > 2

a) Démontrer que Vn € N* | u1? +up? + ... 4+ up? = Uy - Uy
b) Calculer I'expression Up? — Up_1 - Upy1 pour quelques valeurs de n.

(14v5) - (15"
V5 -2

c) Démontrer que Vn € N* |, =
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1.3 Solutions des

d) S (2 2)) =46

e) > (i +y;)” =453

1.1.3

exercices

5
c) Zxk =23
k=1
5
d) >z =719
j=1
y
g)
h)

a) 1 sin est pair; 0 si n est impair

b) 3+6+9+...+3n

n—1

n
o ——+1
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c) 2n+1

Q) 3 (m—3)? = 14

m=0

e) 4-04+8-3+12-8+416-15+20-24 = 840

f)1+1+2+%+4+i+8+é+16+%:%
pavaed T BT
h)l_i_l_'_i_'_i_i_i_kizﬁ

39 27 81 243 729 729

1)2 % §+E+¥:%

5o 2 1 2 5 S

n

1.1.6 Z(.CL’Z — 1’1;1) =Ty — I1

=2
1.1.7 14 13
a) 124224324 4122412+ 142 =) 2= (i+1)°
=1 =0

104
b) 1124 122 + 132 + -+ - + 1022 + 103% + 1042 = Zﬁ
=11

SRS +13+14+15_i¢
2 3 4 14 15 16 4—=i+1

=1

d) P24 32 4524+ 1124132415 = Y (20— 1)°
) (1-3)+(2:4)+(3-5)+(4-6)+(5-7) =) i(i+2)

=1
5
f) 1+8+27+64+125=) i°
=1
1.1.8
124 15
a) > 2 c) > k?
i=1 k=1
154 10
b) S 10i d) S 2

1=100 1=0
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10 0o
2'+1 j - + 32
) 32+ 1 )Y
f 3 4.3 R
P ) Xm
101 ) 14 52
—1)*1 34 1
g);( ) )i:14i—1
6 . ) 5
h) %(—1)1(45—52) m) >0 +2)
1= j:l
Ay
i) 2=
i=1 1
0 —1)¥(2i + 1
119 1000 4 5 U@
i=1) 5 (27 = 1) >0 (2k = 1)
2
1.1.10 A:B:C:@ £D=kn(n+1)
1.1.11
45 43 92 180k 184 ) _ 4 233 L _ 53
a 1= 1= 1 C - = -
)zzzz z;) z‘;g >k:74k+5 k‘z::ok_'_l K=i9 k — 48
20 10 59
b) Y i=> (i4+10)= > (i —39)
i=10 =0 =19
1.1.12
n (’l+1)2+3 n+1 j2_|_3 n+1 L o1 n l
: = : c kE—1)2F 431 =572+ + 3
);1+\/z+1 ;14“/5 )kz::l( ) z;)
n+2 l»j—3 n—1 l‘k
b _ => —
) Jz=:3 (J—3) kgo k*
1.1.13
a) Yz ¢) (X )

b) (@) =i

1.1.14

) () (50) -5z

7

b) szyz
c) Yyi—k Y

Z Ty
2y
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1.1.15

def

def

def

def

def

somme(f, n, m):

s =0

for i in range(n, m + 1):
s += (i)

return s

a(i):

return 2 + 3 * 1

b(i):

return 1i**2

c(j):

return 2x%xj

dk):

return 2*k - 1

print("a)", somme(a, 1, 100000))

print("b)", somme(b, -237, 325))

print("c)", somme(c, 0, 100))

print("d)", somme(d, 1, 10%x*6))

1.1.16

def

def

def

somme(f, n_1, m_1, n_2, m_2):
s =0

for i in range(n_1, m_1 + 1):

for j in range(n_2, m_2 + 1):

s += £(1i, j)
return s
a(k, n):
return k™n
b(i, j):

return 1
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def c(n, j):

return n*x*xj + 1

print("a)", somme(a, 1, 23, 1, 37))
print("b)", somme(b, 1, 100, 1, 100))
print("c)", somme(c, 1, 20, 1, 10))

for n in range(-10, 11):
for k in range(-n, n + 1):

d += k

print("d)", d)

1.1.17

1.1.18

1.1.19

1.2.1 -

1.2.2 -

1.2.3 -

1.2.4 -

1.2.5 -

1.2.6 -

1.2.7 -

1.2.8 -
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1.2.9 -

1.2.10 —

1.2.11 -

1.2.12 -

1.2.13 -






Chapitre 2

Suites de nombres réels

2.1 Exemples d’introduction

2.1.1 Un patient doit prendre une fois par jour un médicament composé de 12mg de
cermoxeéne. L’expérience a montré que le corps humain élimine en 24 heures la moitié¢ de
la dose de cermoxéne qu’il contient.

Quelle sera la quantité de ce produit contenu dans le corps du patient 1 jour? 2 jours? 3
jours? ... n jours aprés le début du traitement ?

2.1.2 On considére une suite de figures formées de triangles équilatéraux :

Fo Fl F2 F3

a) Combien de triangles sont grisés dans F), ?
b) Sur quelle figure a-t-on pour la premiére fois plus de 1000000 triangles grisés?
c) Silaire grisée de Fy est 1, quelle est aire grisée dans F; 7 dans Fy 7

Trouver une formule pour 'aire grisée dans F,.
Vers quelle valeur tend 'aire grisée de F;, lorsque n devient trés grand ?

2.1.3 Apreés avoir mis la machine a calculer en mode radian, introduire un nombre réel
quelconque et appliquer a plusieurs reprises la fonction cosinus.

Observer la suite de nombres qui apparait a I’écran. Commenter ce résultat.

19
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2.1.4 La construction d'un chateau de cartes a n étages nécessite ¢, cartes.

a) Déterminer ¢y, ca, c3, ¢4 €t cs.
b) Trouver une relation de récurrence du type ¢,41 = ¢, + f(n)

¢) Trouver une formule explicite pour ¢, et démontrer cette formule par récurrence.

2.2  Suites dans R

2.2.1 Calculer les quatre premiers termes de la suite (u,,) définie par :

a) un:nL_i_Q,avecn21 b) u,=1+(=1)", avecn > 1
c) un:nsin(%)aveanl d) u, =vn?+3n—mn,avecn >1

2.2.2 Calculer les quatre premiers termes des suites :

=3
a1:1 ax
. n— 2
a){an+1:2an+1,s1n21 b) {anﬂzag ,sin>1
(11:2 (l1:1
1 1 1 1
°) an+1=§<an+a—),81n21 d) an+1=§<an+a—),51n21

2.2.3 Trouver les termes généraux des suites :

a) 4 7 10 13 16 .. b) 2 8 18 32 50
11 11 1 1 2 3

1 —= = = = d —= o0 - =2 2
) 2 3 4 5 ) =3 1 5 6

e) -3 9 -27 81 -243 ... f) 1 V2 V3 V2 V5

2.2.4 Les suites ci-dessous sont-elles minorées, majorées, bornées, croissantes, décrois-
santes ?
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1
a) an =2 — —,avecn > 1
n

¢) ¢, =2n?—Tn, avec n > 2

e) e, =37 avecn > 1

b) b, = —nl, avec n > 1

d) dn:ﬁ,aveanB

f) flzl
for1=142f, ,sin>1

2.2.5 Soit la suite (uy,),>1 et € > 0. Si on accepte que la suite converge vers L, trouver
le plus petit entier positif N tel que | u, — L |< €, pour tout n > N.

3
a) u,=—-—,avec L=0et e=0,1

b) un:L avec L=1et e=0,25
n

+1’

En considérant € quelconque, démontrer que les suites ci-dessus sont convergentes.

2.2.6 Calculer :

cos(n)

a)

n—o0 n

nsin(n!)
c) im ———
n—oo n? +1

. . 1
e) nh_)IgOnsm (ﬁ)
2.2.8 Calculer :

. n? 4 2
a) lim ————
n—oo on

b) lim nsin —
n—00 n2

¢) Tim SV

n—o00 n

i 1) —si —1
q) lim sin(n + ) sin(n — 1)
n—00 S 7

. 2n?
b LT

d) Tim 3n +2n(—1)

n—o00 n

£ 1 7n?
11m —-
n—oo y/m4 — §

b) lim
n—o00 n
.oon!

d) lm —
n—oo N

1
f) lim —FE(nx) , avec x € R

n—oo n,

. Vn2+1—+n2+4
e) lim

n—oo 2

f) lim vnZ+7—\/(n+3)(n+6)

n—oo
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U1:\/§
Uni1 = V2U, ,8in>1"

2.2.9 Une suite récurrente est définie par {

a) Montrer que la suite (u,),>1 est croissante et majorée par 2.

b) Prouver que la suite (u,),>1 est convergente et calculer sa limite.

U1:2

2.2.10 Une suite récurrente est définie par Uy . .
Un+1—j751n21
Unp,

a) Montrer que la suite (u,),>1 est strictement décroissante et minorée par 0.

b) Prouver que la suite (u,),>; est convergente et calculer sa limite.

. , , . Uy = 1
2.2.11 Une suite récurrente est définie par { iy = V2w, sin>1 "
a) Montrer que u, < 4, pour tout n > 1.

b) Montrer que u2_ ; — u? = (4 — uy,)(3 + u,), puis en déduire que la suite (uy),>1 est
croissante.

c) Prouver que la suite (u,),>1 est convergente et calculer sa limite.

2.2.12 Calculer :

o 2n?2 -3 ) 1
T b) (n - n)
c) lim s d) lim (vn?2+n—n)
2 2_nd 1+2+..
o) lim <n2 N m) £) fim 2t
n—00 n—1 n—00 TL2
a; = 3
2.2.13 Une suite récurrente est définie par a, +12 | .
pi1 = 1 ,sin>1

a) On pose v, = a, — 4. Démontrer que (v,),>1 est une suite géométrique.
b) Donner le terme générale de la suite (a,),>1, puis calculer sa limite.

2.2.14 Dans un carré dont le c6té vaut 1, on inscrit un cercle, dans le cercle un carré,
et on répéte 'opération. Calculer la somme des aires des carrés.

2.2.15 Dans un carré de coté 1, on trace un carré dont les sommets sont situés au tiers
des cotés du carré initial, et on répéte 'opération. Calculer la longueur de la spirale dont
les premiers segments sont tracés en gras ci-apres :
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2.2.16 On construit une spirale a 'aide d’une série de demi-cercles. Le diamétre du
premier demi-cercle vaut 1 alors que le diamétre de chacun des demi-cercles suivants est
égal aux trois quarts de celui du cercle précédent. Quelle est la longueur de la spirale et
autour de quel point s’enroule-t-elle ?

2.2.17 On considére la suite (u,)nen définie par u, =1+ —.
n

a) Combien y a-t-il de termes de cette suite dans l'intervalle [1.001 ;2] ?

b) Déterminer la valeur du plus petit entier N tel que, pour tout entier n > N,
on a u, €]0.99; 1.01][.

2n?

n+1

2.2.18 On considére la suite (u,)nen+ définie par u, =

Calculer le plus petit entier naturel p tel que (n > p = u, > 1000)

2.2.19 Déterminer un nombre entier naturel p tel que :
a) n>p=(1.1)" > 10000
b) n > p=-(0.5)" < 0.005

2.3 Suites arithmétiques et géométriques

2.3.1 Une suite arithmétique finie a comme premier terme 6 et comme raison 7. La
somme de ses termes est 41094. Quel est le nombre de termes?

2.3.2 Déterminer une suite arithmétique comportant cinq termes dont la somme est
égale & 25 et la somme des carrés est égale a 165.

2.3.3 On considére une suite arithmétique (u,) de raison r. Démontrer que la suite (v,,)
définie par v, = —3u,, + 2 est aussi une suite arithmétique ; quelle est sa raison ?
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2.3.4 Soit (u,) une suite arithmétique de raison r. On définit une nouvelle suite (vy,)
par son terme général v, = u? 11— u?. Démontrer que la suite (v,) est aussi une suite
arithmétique ; quelle est sa raison ?

2.3.5 Déterminer une suite arithmétique qui comporte 18 termes, sachant que la somme
de ses 17 premiers termes est égale & 663 et que la somme de ses 17 derniers termes est
égale a 731.

2.3.6 Trouver la somme de tous les nombres entiers de 1 a 200 qui ne sont multiples ni
de 4, ni de 9.

2.3.7 On forme les ensembles A; = {1}, Ay = {2,3}, A3 = {4,5,6}, Ay = {7,8,9,10},
As = {11,12,13,14,15} et ainsi de suite. Calculer la somme des éléments de 1’ensemble

A,.

2.3.8 On considére les 10 termes d’une suite géométrique finie. Sachant que le qua-
triéme terme vaut % et le neuviéme 48, calculer la raison, le premier terme, le dernier
terme et la somme des termes de cette suite.

2.3.9 Soit (u,) une suite géométrique. On définit une nouvelle suite (v,) par son terme
général v, = U, — u,. Démontrer que la suite (v,) est aussi une suite géométrique.

2.3.10 Calculer la somme des carrés des n termes d’une suite géométrique finie.

2.3.11 a) La population P d’une ville augmente de 5% chaque année. Quelle sera sa
population dans 20 ans, dans 50 ans? Au bout de combien d’années, la population
aura-t-elle triplé?

b) La population mondiale a passé de 2.5 milliards (1950) a 6 milliards (2000). Quel a
été le taux d’accroissement annuel ?

2.3.12 Donner une formule pour les sommes

a) 1+24+3+...4+n

b) 1+2+4+8+...+2"

)1+1+1+ +1
c) -+ —4+—=+... 4+ —
s s2 s s

d) 1—g*>+g*— ...+ (=1)"g*>"

o lix+(lix)2+(lix)3+...+<lix)"

2.3.13 Sur un cube de 1 métre de cdté, on pose un deuxiéme cube de sorte que les
sommets de la base du deuxiéme cube coincident avec les milieux des cotés de la face su-
périeure du premier cube. De la méme maniére, on pose un troisiéme cube sur le deuxiéme
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et ainsi de suite.

a) Calculer la hauteur et le volume de cette pile composée de n cubes.

b) Calculer la hauteur et le volume de cette pile de cubes lorsque n — 0.

2.3.14 Un nombre réel positif = est donné sous forme d’une fraction continue lorsqu’il
se présente comme suit :

1
T =x9+ ] ou xg,T1, Ty, T3, Tyq,... €N
T+
1 . 1
x
? 1
T3+ —
Ty + e
On le note alors comme une suite (finie ou infinie) de nombres entiers : = [z, 1, T2, T3, 24, . . .].
1 30
Exemple : z = [2, 3, 4] :2+—1 =—
3+ - 13
4
a) Donner sous forme d’une fraction le nombre y = [2,1,0, 3].
B 27
b) Ecrire sous forme de fraction continue le nombre z = To°

c) Démontrer que tout nombre rationnel peut s’écrire sous forme de fraction continue
avec un nombre fini de termes, et réciproquement.

d) Donner les 10 premiers termes du développement de v/2 en fraction continue. Dé-
montrer ce que le résultat laisse supposer pour la fraction continue de ce nombre.

e) La suite [zg, 21, 22, 23, .. .| de la fraction continue d’un nombre réel x se calcule avec
une calculatrice a l’aide de ’algorithme :

a) Lire z
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b) Ecrire E(z), la partie entiére de
c) Tant que x # E(x), remplacer = par 1/(z — E(z)) et écrire E(x)

1++5
9

Déterminer les fractions continues des nombres e, 7 et & = (le nombre d’or).

2.3.15 On considére la suite (u,) définie sur N* par

o T o

o,

~— N N

1 n
un:<1+—) .
n

Donner une valeur approchée de ug et uigg.

Calculer uq, ug, uz et us.

Que semble-t-on conjecturer sur I’évolution de la suite ?
Montrer que pour tout entier n > 1,

(n+1)”.

Uy = nn

Comparer u, 1 et u,.
Montrer que la suite (u,,) est croissante.
Montrer que la suite (u,) est majorée.

Montrer que la suite (u,,) est convergente.
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2.4 Solutions des exercices

211 —
2.1.2 —
2.1.3 —
2.1.4 —
1132
2.2.1 a) 1 g,g;b)O,Q,O,Q;c) 1,0, -3,0;d) 1,10 — 2, 3v/2 — 3, 2/7 — 4.
1 5 23 5 41 3281
222 2a)1,3,7,15:b)3, =, ——, ——:;¢) 2, -, —, ——:d) 1, 1, 1, 1.
a’) ) ) ) ) ) ’3’ 9’ 2750) 747 40’3/280’ ) ) ) )
9 +11 n—2
223 a,=143n;a,=2n%;a,=(-1)""—=;a, = s an = (=3)"; a,
n n+1

o,

2.2.4 a) bornée par 1 et 2, strictement croissante ; b) majorée par -1, strictement décrois-

sante;

¢) minorée par -6, strictement croissante; d) bornée par 0 et 3/19, strictement décrois-

sante ; e) bornée par 1 et 9; f) minorée par 2, strictement croissante.

1 1—
2.2.5 a)N:33,N:3( +€);b)z\f::s,z\f: ‘.
€ €

226 a)2;b)-2;¢)0;d)-;e) 16; 1) 7.
227 a)0;b)0;¢)0;d)0;e)0;f) .
2.2.8 —

2.29 a)-;b) 2.

2.2.10 a) -; b) 0.

2.2.11 a) - b) —¢) 4.

2.2.12 a)oo; b)-1;¢) 2/3;d) 1/2;e) 2; 1) 1/2.

2.2.13 a) suite géométrie de premier terme -1 et de raison 1/4; b) a, = —(1/4)""! + 4,

avec n > 1, convergeant vers 4.
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2.2.14 2.

1
3—5

2.2.16 Longueur de 27 et enroulement autour de 4/7.

2.2.15

2.2.17 a) 1000 b) N =101

2.2.18 p =500

2219 a)p=96 b)p=T7

2.3.1 108

232 1,3,5,7,90u9,7,5,3,1

2.3.3 1l suffit de démontrer que v, 1 — v, ne dépend pas de n; la raison de (v,) est —3r.
2.3.4 La différence v, 11 — v, ne dépend pas de n; la raison de (v,) est 2r2.

2.3.5 Le premier terme de la suite arithmétique cherchée est 7, sa raison est 4.

2.3.6 13263 (attention aux multiples de 36)

2
2375, = M1
2
3 3069
238 r=2 u = 6 o = 96, s10 = 16

v
2.3.9 L — 1 o 7 est la raison de la suite géométrique (u,,)
Un

2.3.10 Les carrés des termes d’une suite géométrique de premier terme u; et de raison r

forment une nouvelle suite géométrique de premiére terme u;% et de raison r2.

1 — 2

La somme cherchée est donc u? - T 2
—r

2.3.11 a) Population dans 20 ans ~ 2.7 P, population dans 50 ans ~ 11,5 P

La population aura triplé au bout de 22.5 années.

b) Taux cherché : 1.766%

2.3.12
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n(n+ 1) . s"—1 1—(1—2)"
2) 2 ) s"(s —1) °) x(1—x)"
1 —1)". 2n+-2
b) 27+ — 1 d) +(1+)929

2.3.13 Les hauteurs des cubes forment une suite géométrique de premier terme 1 (métre)

2
et de raison r = - La hauteur de la pile est
V2 1 V21 1 2
I+ +-+-—+-+...= = =242
2 2 4 8 . V2 22
2
Les volumes des cubes forment une suite géométrique de premier terme 1 (m?) et de raison
= Le volume de la pile est
2 1 2 1 1 4 24+ V2
TICIE S R S _ _ 24+
4 8 32 64 . V2 4—42 7
4
2.3.14
9
a) y= 1
b) z=11,2,2,1,2]
d) v2=11,2,2,2,2,2,2,.. ]
e)

e=021,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,10,.. ]
r=[3,7,15,1,292,1,1,1,2,1,3, .. ]

®=1[1,1,1,1,1,1,1,.. ]

2.3.15

a) Calcul des premiers termes :

1 1

1\N> 9
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1\*> 64
Uus3 ( + 3> 57 ,370

1\° 6\° 7776
—(1+2) =(2) =222~ 2488
1 (*5) (5) 3125

b) Valeurs approchées :

1 10
U190 = (1 + 1—0) =~ 2, 594

1 100
U100 — (1 + m) =~ 2, 705

c) On constate que la suite semble croissante et semble se rapprocher d’une limite

voisine de 2, 718.



Chapitre 3

Cryptographie asymétrique

3.1 Plus grand diviseur commun et plus petit multiple
comrmun

3.1.1 Soit a et b deux entiers positifs. On note ged(a,b), de anglais greatest common

divisior, le plus grand diviseur commun de a et b. On peut aussi le noter pged(a, b).

Montrer que ged(a, b) existe.

On dira de plus que a et b sont premiers entre euzx si ged(a,b) =1

3.1.2 Trouver tous les diviseurs communs positifs de
a) 16 et 48,
b) 30 et 45,
c) 18 et 65.

3.1.3 Trouver le plus grand diviseur commun de
a) 35 et 65,
b) 135 et 156,
c) 49 et 99.

3.1.4 Trouver le plus grand diviseur commun de 17017 et 19210.

3.1.5 Trouver le plus grand diviseur commun de de 21331 et de 43947. (L’utilisation
d’une calculette peut étre judicieuse.)

3.1.6 Trouver le plus grand diviseur commun de de 210632 et de 423137. (L’utilisation
d’un ordinateur peut étre judicieuse.)

3.1.7 Montrer que pour tout n € N, n et n + 1 sont premiers entre eux.
3.1.8 Montrer que si a | b, alors ged(a,b) = a.

3.1.9 Soit a et b deux nombres entiers. Supposons qu’il existe r et s deux nombres,
également entiers, tels que a - r 4+ b-s = 1. Montrer que a et b sont premiers entre eux.

31
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3.2 Algorithme d’Euclide

3.2.1 Appliquer l'algorithme d’Euclide (soustractions successives) a
a) 135 et 156;
b) 17017 et 19210;
c) 21331 et 43947.

3.2.2 Appliquer l'algorithme d’Euclide (divisions avec reste) a
a) 121 et 365;
b) 89 et 144;

¢) 295 et 595

d) 1001 et 1300.

3.2.3 En utilisant l'algorithme d’Euclide (divisions avec reste), trouver le plus grand
diviseur commun de

a) 17017 et 18900 ;
b) 21063 et 43137 ;
¢) 92263 et 159037 ;
d) 112345 et 112354.

3.2.4 Montrer que si e est un diviseur de a et que e est un diviseur de b, alors e est un
diviseur de ar + bs pour des entiers r et s quelconques.

3.2.5 Calculer pged(987,610) a l'aide de I’énumeération des diviseurs, puis a 'aide de
I’algorithme d’Euclide.

3.2.6 Calculer a 'aide de 'algorithme d’Euclide le pged des nombres a et b suivants :
a) a= 1233, b =9999;

b) a = 12345, b = 54321 ;

3.2.7 Calculer les nombres s et ¢ tels que s-a+t-b = pged(a,b), avec les nombres a et
b suivants :

a) a="72,b=39;
b) a = 1008, b = 25;
c) a=1993, b =210;
d) a=1995, b = 323.
3.2.8 Montrer que pged(n,0) = n, quel que soit 'entier naturel n.

3.2.9 Ecrire un programme qui calcule le pged de deux nombres entiers a et b a I'aide
de l'algorithme d’Euclide.
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3.3 Algorithme d’Euclide étendu

3.3.1 En utilisant l'algorithme d’Euclide étendu, trouver d, le plus grand diviseur com-

mun et trouver également r, s tels que a r + b s = d pour a et b donnés ci-dessous:
a) 270 et 114,

b) 242 et 1870;

c) 600 et 11312;

d) 11213 et 1001;

e) 500 et 3000.

3.3.2 Ecrire un programme qui permet de calculer a l'aide de I’algorithme d’Euclide
étendu les nombres s et ¢ tels que a-s+b-t = pged(a, b), pour a et b deux entiers positifs
quelconques.

Utiliser ce programme pour calculer s, ¢ et pged(a,b) si a et b valent:
a) 3405 et 3367,
b) 13594140393 et 542988845 ;
c) 17192503173298665204451 et 3719762684395467374891 ;
d) 83575760507228709062535623 et 125120843342028658261747445 ;
)

e) 1652687235802237428240170266331616396548041575642963 et
1134864281085530578683431668611349549126999384309721.

3.3.3 Montrer que, pour tout nombre naturel n, les nombres n et n 4+ 1 sont premiers
entre eux.
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3.4 Exponentiation modulaire

3.4.1 Sin est un nombre naturel, la n-iéme puissance d’'un nombre a est, par définition,
le produit de n facteurs égaux & a. Ainsi, d’aprés cette définition, le calcul de a™ nécessite
n — 1 multiplications. On peut cependant obtenir le méme résultat en effectuant moins
d’opérations.

Voici a titre d’exemple I’évaluation de a®.

— On écrit 'exposant n comme une somme de puissance de 2. Ici, 35 = 32 + 2 + 1;

— on calcule ensuite les puissances paires de a : a®> = a - a, a* = a® - a?, a® = a* - a?,
al® = a8 a8, a3 = 16 . 416,

o Itipli t : 1 b A - 30 — 432, 42 1.
on multiplie pour terminer les « bons » carrés : a*® = a*? - a® - a';

Le nombre de multiplications nécessaires est dans ce cas de 7, au lieu de 34.

a) Combien de multiplications nécessite cet algorithme pour calculer chacune des puis-
sances suivantes : a'?, a%, q'0%?

b) Calculer 835% (mod 1073), en 6 multiplications.
3.4.2 Dans le shell de python, calculer
17'* mod 23

en suivant la procédure ci-dessous:

a) Stocker la valeur de I'exposant dans une variable: n = 13.
b) Déclarer deux variables r et x, dont la valeur initiale est 1 et 17, respectivement.
c) A Taide de la fonction prédéfinie bin, obtenir le code binaire de 'exposant: bin(n).
)

d) En utilisant judicieusement et le nombre de fois que c’est nécessaire les instructions
ci-dessous, faire en sorte que la variable r contienne le résultat cherché.

r*x Y% 23
x*x % 23

ol
o

3.4.3 En utilisant une seule boucle while, des divisions entiéres par 2 et des calculs de
restes modulo 2, écrire en python le code qui fait afficher a la console le code binaire d'un
nombre entier, sur une colonne.

3.4.4 Effectuer les calculs ci-dessous:

a) 25° mod 133 e) 234% mod 667
b) 1005 mod 133 f) 447% mod 667
c) 107> mod 133 g) 997 mod 667

d) 46% mod 133 h) 664% mod 667
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3.4.5 Ecrire un programme en python qui permet de faire calculer

a® mod n
pour a, b et n des nombres entiers positifs qui sont formés de centaines de chiffres.

3.4.6 Utiliser le programme de l'exercice précédent pour faire calculer a® mod n, si
a = 120394871029348710928374019238472034923495602345762938476565823

b = 202932093845709283475092834750928347509283475092384750923847507
n = 323490850293452304958775209384776108273649876450247856029384751
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3.5 Théorémes de Fermat et d’Euler

Soit m > 2 et a un entier tel que pged(m,a) = 1. L’ordre de a modulo m est le plus petit
entier positif e tel que a® =1 mod m.

3.5.1 Déterminer l'ordre de chaque élément non nul de Zs.
3.5.2 Déterminer l'ordre de chaque inversible de Zg.

3.5.3 Trouver 'ordre de 2 dans Z,, si

a) m=11;
b) m =17;
c) m=31;
d) m=9;
e) m = 14.

3.5.4 Ecrire un programme en python qui permet de trouver 'ordre de a dans Z,,,
sachant que pged(m,a) = 1.

3.5.5 A T'aide du programme écrit a I'exercice précédent, trouver l'ordre de tous les
éléments non nuls de Z,, si

a) m=11;
b) m = 13;
c) m=17.

3.5.6 A l'aide du méme programme, trouver l'ordre de tous les éléments inversibles
de Z24

3.5.7 Effectuer les calculs ci-dessous et réduire le résultat modulo 7.

a) 5o b) 26 c) 45 d) 6°
3.5.8 Effectuer les calculs ci-dessous et réduire le résultat modulo 17.

a) 816 b) 216 c) 1116 d) 516

3.5.9 Effectuer les calculs ci-dessous:

a) 3° mod 5 d) 5 mod 7 g) 11 mod 13 j) 8 mod 19
b) 2° mod 5 e) 67 mod 7 h) 10" mod 19 k) 127 mod 17
c¢) 3" mod 7 f) 5% mod 13 i) 2% mod 19 1) 10! mod 17

Que peut-on en déduire ?
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3.5.10 A T’aide de calculs élémentaires et sans utiliser directement le théoréeme de Fer-
mat, expliquer pourquoi si a est inversible dans Z5, alors

=1 mod 15

3.5.11 De méme, expliquer pourquoi si a est inversible dans Zs;, alors

a?=1 mod 21

3.5.12 A l’aide du théoréme de Fermat, calculer 2° mod 11 et vérifier que 29 est I'inverse
de 2 modulo 11.

3.5.13 On note ¢(n) le nombre d’éléments inversibles de Z,. Calculer ¢(n) pour les
valeurs de n données ci-dessous:

a) n=4,n=8,n=16,n=32;

b) n=3,n=9,n=27n=_81;

c) n="1";
d) n = 4027
e) n = 4087,

3.5.14 Ecrire, en python, un programme qui fait calculer ¢(m), pour m un entier positif
donné.

3.5.15 Vérifier le théoréeme d’Euler pour 1, 3, 7 et 9 dans Z.
3.5.16 Calculer ¢®> mod 7 pour a = 1,2, 3,4, 5,6 et vérifier que
@-a=1 mod?7

3.5.17 Vérifier I’équivalence ci-dessous

29 =1 mod 21
3.5.18 Calculer 483?22 mod 25.

3.5.19 Calculer 40?2 mod 21.
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3.6 Factoriser un nombre entier

3.6.1 Un nombre supérieur a 1 est dit premier s’il a exactement deux diviseurs: 1 et
lui-méme. Les nombres qui ne sont pas premiers sont dits composés.

Soit n € N un nombre composé. Montrer que n admet un facteur inférieur ou égal a y/n.

3.6.2 A T'aide du crible d’Eratosthéne, déterminer « & la main » les nombres premiers
inférieurs a 500.

2 3 5 7 9 11 13 15 17 19
21 23 25 27 29 31 33 35 37 39
41 43 45 47 49 51 53 55 57 59
61 63 65 67 69 71 73 75 7 79
81 83 85 87 89 91 93 95 o7 99

101 103 105 107 109 111 113 115 117 119
121 123 125 127 129 131 133 135 137 139
141 143 145 147 149 151 153 155 157 159
161 163 165 167 169 171 173 175 177 179
181 183 185 187 189 191 193 195 197 199
201 203 205 207 209 211 213 2156 217 219
221 223 225 227 229 231 233 235 237 239
241 243 245 247 249 261 263 266 267 259
261 263 265 267 269 271 273 275 277 279
281 283 285 287 289 291 293 295 297 299
301 303 305 307 309 311 313 315 317 319
321 323 326 32Y 329 331 333 335 337 339
341 343 345 347 349 351 363 355 357 359
361 363 365 367 369 3v1 373 375 377 379
381 383 38 387 389 391 393 395 397 399
401 403 405 407 409 411 413 415 417 419
421 423 425 427 429 431 433 435 437 439
441 443 445 447 449 451 453 455 457 459
461 463 465 467 469 471 473 475 477 479
481 483 485 487 489 491 493 495 497 499

3.6.3 Ecrire un programme en python qui renvoie la liste de tous les nombres premiers
inférieurs & 10°. Utiliser le crible d’Eratosthéne.

3.6.4 Trouver un facteur de 4841.

3.6.5 Montrer que 521 est un nombre premier.
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3.6.6 Factoriser les nombres ci-dessous.

a) 200 ¢) 35 i) 713 m) 4897
b) 150 £y 77 j) 1147 n) 6319
c) 128 g) 143 k) 473 0) 1591
d) 164 h) 323 1) 493 p) 901

3.7 RSA

3.7.1 Chiffrer et déchiffrer le message m = 8 a 'aide du systéme RSA, avec p = 7,
qg=11et e =17.

3.7.2 Connaissant la clef publique (n, €) d’un individu, déterminer la clé privée d dans
les cas suivants :

a) n=1073, e =117, d) n=117, e =17;
b) n=1073, e = 115; e) n =105, e =13;
c) n=111, e = 31; f) n =10001, e = 187.

3.7.3 Un ennemi intercepte le message chiffré ¢ = 10, dont le destinataire posséde la
clef publique e =5, n = 35. Quel est le texte clair m?

3.7.4 Soit p =23 et ¢ = 31. On donne encore e = 17.
a) Calculer d, I'inverse de e modulo (p —1) - (¢ — 1) = 22 - 30 = 660.
b

)
c) Ecrire la clef publique correspondante.
)

d

Ecrire la clef privée correspondante.

Chiffrer le « message » m = 333 en utilisant la formule
c=m modn
sin=p-q.
e) Retrouver le message a partir du chiffre ¢ en utilisant la formule

m=c* modn

f) Chiffrer m = 555.
g) Déchiffrer ¢ = 100.

3.7.5 Soit p =13 et ¢ = 19. On donne encore e = 11.
a) Calculer d, I'inverse de e modulo (p — 1) - (¢ — 1).

b) Ecrire la clef privée correspondante.
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c¢) Ecrire la clef publique correspondante.

d) Chiffrer le « message » m = 123 en utilisant la formule
c=m" modn
sin=p-q.
e) Retrouver le message a partir du chiffre ¢ en utilisant la formule

m=c> modn

f) Chiffrer m = 222.
g) Déchiffrer ¢ = 55.

3.7.6 Soit p =7 et ¢ = 23. On donne encore e = 5.
a) Calculer d, l'inverse de e modulo (p — 1) - (¢ — 1).
b

)
c) Ecrire la clef publique correspondante.
)

d

Ecrire la clef privée correspondante.

Chiffrer le « message » m = 111 en utilisant la formule
c=m° modn
sin=p-q.
e) Retrouver le message a partir du chiffre ¢ en utilisant la formule

m=c* modn

f) Chiffrer m = 22. Commenter le résultat.
g) Déchiffrer ¢ = 100.

3.7.7 Un professeur envoie ses notes au secrétariat de I’école par mail. La clef publique
du professeur est (3; 55) et celle du secrétariat est (3; 33).

a) Vérifier que la clef du professeur (supposée connue de lui seul) est 27 et que celle
du secrétariat est 7.

b) Pour assurer la confidentialité de ses messages, le professeur chiffre les notes avec la
clef RSA du secrétariat. Quel est le message chiffré qui correspond a la note 127

c) Pour assurer I'authenticité des messages contenant les notes, le professeur signe ses
messages pour le secrétariat apreés les avoir chiffrés. Le secrétariat regoit le message
23. Quelle est la note correspondante ?

3.7.8 Définir les termes cryptographie, cryptanalyse et cryptologie.

3.7.9 Bob utilise le protocole RSA et publie sa clef publique N = 187 et e = 3.

a) Encoder le message m = 15 avec la clef publique de Bob.
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b) En utilisant le fait que ¢(N) = 160, retrouver la factorisation de N, puis la clef
privee de Bob.

3.7.10 Bob; et Boby ont pour clef publique RSA respectivement (V,e;) et (N, es2) avec
ey et eo premiers entre eux.

Alice envoie le méme message m crypté avec les clefs publiques RSA de Bob; et Boby en
c1 et cy.

Expliquer comment Eve, qui intercepte les deux messages cryptés et qui connait les clefs
publiques de Bob; et Bob,y, peut retrouver le message clair m.

3.7.11 Supposons que ’entier n soit le produit de deux nombres premiers p et g proches
(on peut toujours supposer que p > q).

Onposetzz%ets:z%.

Montrer que :

a) l'entier s est petit;

b) n=1t?—s*;

c) t est légérement supérieur a la racine carrée de n;

d) al'aide de ces informations, écrire un programme pour factoriser n ;
e) appliquer cet algorithme pour factoriser 899, 110417 et 364957402 ;
f) Trouver la clef secréte d correspondante a (n = 51983, e = 17).

3.7.12 Le fichier nombres_p_qg_1.txt contient deux nombres premiers p et q.
On choisit e = 65537 qui satisfait la condition ged(e, p(n)) =1, ot n = p- ¢. On dispose
ainsi d’une clé publique (n, e).

a) Dans un fichier clef.py, construire la clé privée (n, d). Afficher a la console la
valeur de d.

b) Coder le message suivant (présent dans message_1.txt) a l'aide de la clé publique
(n, e) et l'afficher & la console:

1212121212121212121212121212121212121212121212121212121212

c) Décoder le message chiffré suivant (présent dans chiffre_1.txt) a l'aide de la clé
privée (n, d) et 'afficher a la console.

25567439145662233958692485794698610817081042607044
76375740884794753357993630922231929342522549252625
83666181770268506210137463778407056604376942495443
54344442167885488175571510178529674397470719290002
50564288716583429743123017673776013168016434939838
37662442086433370446824338338022627966782937829223
36951763006508399321713627145581271533380725975341
78087248990732332457837418659413481406361983817252
46437822132392448183737304695659768807011137853820
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23696953041028388595531536455164593424945746561789
34884366199670482448616653509555427947511254862696
41398200342295055677990818953963680224811410674869
657356236000829
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3.8 Solutions des exercices

3.1.1 L’ensemble D des diviseurs communs de a et b n’est pas vide, car 1 | a et 1 | b.
Vu que I'ensemble des diviseurs de a est fini, D est également fini. Vu que D est fini, cet

ensemble admet un maximum, noté d. Le nombre d n’est autre que ged(a, b).

3.1.2
a) {1,2,4,8,16},
b) {1,3,5,15},

¢) {1},

3.1.3

3.1.4 17

3.1.5 21331 =83 - 257 et 43947 =3 -3 - 19 - 257.
On peut donc écrire ged (21331, 43947) = 257.

3.1.6 210632 =2-2-2-113-233 et 423137 =11-11-13 - 269.
On peut donc écrire ged(21331,43947) = 1.

3.1.7 Soit m € Ntel que m | net m | (n+1). Le nombre m doit alors diviser la différence
(n 4+ 1) — n. Ce qui fait que m | 1. Cela implique finalement que m = 1. On a donc

ged(n,n+1) = 1.

3.1.8 Supposons que a | b. Dans ce cas, a est un diviseur commun de a et b. Clest

forcément le plus grand, car si d | a, alors d < a.

3.1.9 Notons d = ged(a, b). On sait que d | a et d | b, ce qui fait que d | a-ret d|b-r.

Par conséquent, d | (a -7+ b- s). Finalement, d | 1 et donc d = 1.

3.2.1 -
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3.2.2 -
3.23 -
3.24 -
3.25 —
3.26 —
3.2.7 —
3.2.8 —
3.29 —
3.3.1 —
332 —
3.3.3 —
341 —
3.4.2 -

3.4.3

def beo_bin(n):
while n:
print (n’%2)
n =n//2
beo_bin(127)

344

a) 25° mod 133



OS Mathématiques

25"1 mod 133 = 25
2572 mod 133 = 93
2574 mod 133 = 4

25 * 4 mod 133 = 100

b) 100 mod 133

100"1 mod 133 = 100
100°2 mod 133 = 25
10074 mod 133 = 93
100°8 mod 133 = 4

100716 mod 133 = 16
100732 mod 133 = 123
100764 mod 133 = 100
100 * 100 mod 133 = 25

c) 107> mod 133

1071 mod 133 = 107
10772 mod 133 = 11
10774 mod 133 = 121

107 * 121 mod 133 = 46

d) 465 mod 133

46-1 mod 133 = 46

46°2 mod 133 = 121
46°4 mod 133 = 11

46°8 mod 133 = 121
4616 mod 133 = 11
46°32 mod 133 = 121
46°64 mod 133 = 11

46 * 11 mod 133 = 107

e) 2345 mod 667
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234~1 mod 667 = 234
23472 mod 667 = 62

23474 mod 667 = 509
234~8 mod 667 = 285
234716 mod 667 = 518
234732 mod 667 = 190
234°64 mod 667 = 82

234 * 82 mod 667 = 512

f) 447% mod 667

447~1 mod 667 = 447
447-2 mod 667 = 376
447~4 mod 667 = 639
447~8 mod 667 = 117
447-16 mod 667 = 349
447~32 mod 667 = 407
447-64 mod 667 = 233

447 * 233 mod 667 = 99

g) 9917 mod 667

99°1 mod 667

99
9972 mod 667 = 463
9974 mod 667 = 262
99°8 mod 667 = 610

99716 mod 667 = 581
99732 mod 667 = 59
99764 mod 667 = 146

997128 mod 667 = 639
997256 mod 667 = 117
99 * 59 *x 639 * 117 mod 667 = 447

h) 664% mod 667
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6641 mod 667 = 664
664°2 mod 667 = 9

664"4 mod 667 = 81

664~8 mod 667 = 558
66416 mod 667 = 542
66432 mod 667 = 284
66464 mod 667 = 616

664 * 616 mod 667 = 153

3.45 —

3.46 —

3.5.1 -

3.5.2 -

3.5.3 -

354 -

3.5.,5 -

3.5.6 -

3.5.7 Pour tout 1 <a <6,onaa®=1 mod 7.

3.5.8 Pour tout 1 <a <16, 0on a a'®* =1 mod 17.

3.5.9 On peut émettre 'hypothése que si p est premier, alors a? = a mod p. C’est un

théoréme, appelé le « petit théoréme de Fermat ».

3.5.10 Soit (1,2,4,7,8,11,13,14) la liste des nombres inversibles de Z;5 et a un nombre

de cette liste. Il a 8 nombres inversibles. On construit une nouvelle liste comme suit :

(=(a-1,a-2,a-4,a-7,a-8,a-11,a-13,a-14)
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Voyons pourquoi cette liste ne compte que des éléments distincts: Soit a - 21 et a - 25 deux

éléments de ¢ et supposons que
a-z modlb=a-z mod15
Notons encore a’ I'inverse de a modulo 15. On a alors
a-a-z modlb=d -a-2 mod1l5

ce qui veut dire que

z1 mod 15 =2z, mod 15

vu que ¢’ -a mod 15 = 1. Cela signifie que si z; # 23, alors a - z; # a - z3, modulo 15 bien
entendu.

La liste ¢ compte donc 8 éléments, tous inversibles, vu que I'inverse de a - z est donné
par ' - a’ si 2/ désigne I'inverse de z modulo 15. On peut donc dire que ¢ est la liste des
inversibles de Z;5, éventuellement placés dans un ordre différent.

Cela signifie que
1-2-4.7-8-11-13-14d=a-1-a-2-a-4-a-7-a-8-a-11-a-13-a-14 mod 15
et donc que

1-2-4-7-8-11-13-14=1-2-4-7-8-11-13-14-a-a-a-a-a-a-a-a mod 15

8

Apres simplification, on obtient 1 = a® mod 15. La simplification est possible vu que

tous les nombres impliqués dans I'écriture ci-dessus sont des inversibles.

3.5.11 Il y a 12 inversibles dans Zy;. Un argument analogue & celui donné a l’exercice

12 =1 mod 21 si a est inversible.

3.5.10 donne la congruence a
3.5.12 -
3.5.13 —

3.5.14 —

3.5.15 —
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3.5.16 —
3.5.17 —
3.5.18 —
3.5.19 —

3.6.1 Soit n un nombre entier composé. Cela signifie que n = a - b avec a et b des entiers
différents de 1. Supposons que a > y/n et que b > /n. On peut, dans ce cas, écrire que

a-b>+/n-/n=mn,cequiest contradictoire. L'un des deux facteurs est donc plus petit

ou égal a /n.
3.6.2

2 3 5 7 11 13 17 19 23 29
31 37 41 43 47 53 59 61 67 71
73 79 83 89 97 101 103 107 109 113

127 131 137 139 149 151 157 163 167 173
179 181 191 193 197 199 211 223 227 229
233 239 241 261 267 263 269 271 277 281
283 293 307 311 313 317 331 337 347 349
353 359 367 373 379 383 389 397 401 409
419 421 431 433 439 443 449 457 461 463
467 479 487 491 499

3.6.3

def listePremiers(borne):

liste_premiers = list(range(3, borne, 2))

liste_premiers = [2] + liste_premiers
r = int(bornex*(1/2))
n=3
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t = len(liste_premiers)

while n <= r:
for i in range(j + n, t, n):
if liste_premiers[i]:
liste_premiers[i] = 0
j =1
while not liste_premiers[j]:
ja=1

n = liste_premiers[j]

premiers = []
for p in liste_premiers:
if p:
premiers.append (p)

return premiers
3.6.4 4841 =103 - 47

3.6.5 Vu que v521 ~ 22.83, si 521 n’admet pas de facteur premier inférieur a 22, c’est

un nombre premier. Aucun des nombres de la liste
(2,3,5,7,11,13,17,19)
n’étant un diviseur de 521, ¢’est un nombre premier.

3.6.6 On donne ci-dessous la liste des facteurs premiers de chaque nombre :

a) (2,2,2,5,5) e) (5,7) i) (23,31) m) (59, 83)
b) (2,3,5,5) f) (7,11) i) (31,37) n) (71,89)
¢) (2,2,2,2,2,2,2) g) (11,13) k) (11,43) o) (37,43)

d) (2,2,41) h) (17,19) 1) (17,29) p) (17,53)
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3.7.1 —
3.7.2 —
3.7.3 m=5

3.7.4 Soit p =23 et ¢ = 31. On donne encore e = 17.

a) Calculer d, I'inverse de e modulo (p —1)- (¢ — 1) =22 - 30 = 660.

660 = 1 *x 660 + (0) * 17
17 = 0 * 660 + (1) * 17
14 = 1 * 660 + (-38) * 17

3 =-1%660 + (39) * 17
2 =5 % 660 + (-194) * 17
1 =-6 % 660 + (233) * 17

b) Ecrire la clef privée correspondante :
(23;31;233)
c) Ecrire la clef publique correspondante :
(7T13;17)
d) Chiffrer le « message » m = 333 en utilisant la formule

c=m° modn

sin=p-q.

33371 = 333
33372 = 374
33374 = 128
333"8 = 698
333716 = 225

333 * 225 = 60
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e) Retrouver le message a partir du chiffre ¢ en utilisant la formule

m=c" modn

60~1 = 60

60°2

35
60°4

512
60°8

473

60716 = 560

60~32

593
60~64

140
607128 = 349
60 * 473 * 593 * 140 * 349 = 333

f) Chiffrer m = 555.

5551 = 555
556572 = 9
556574 = 81
55578 = 144
555716 = 59

555 * 59 = 660

g) Déchiffrer ¢ = 100.

10071 = 100
1002 = 18

1004 = 324
100°8 = 165
100716 = 131
10032 = 49
100764 = 262

1007128 = 196
100 * 165 * 49 x 262 * 196 = 41
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3.7.5 Soit p =13 et ¢ = 19. On donne encore e = 11.

a) Calculer d, I'inverse de e modulo (p —1)- (¢ — 1) =12 - 18 = 216.

216 = 1 *x 216 + (0) * 11
11 = 0 *x 216 + (1) * 11

7 =1 % 216 + (-19) * 11
4 = -1 x 216 + (20) * 11
3 =2 %216 + (-39) * 11
1 =-3 %216 + (59) * 11

b) Ecrire la clef privée correspondante :
(13;19;59)
c) Ecrire la clef publique correspondante :
(247;11)
d) Chiffrer le « message » m = 123 en utilisant la formule

c=m° modn

sin=p-q.

123~1 = 123
12372 = 62
12374 = 139
12378 = 55

123 * 62 * b5 = 24
e) Retrouver le message a partir du chiffre ¢ en utilisant la formule

m=c modn

24°1 = 24
242 = 82
244 = 55
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24-8 = 61
24-16 = 16
2432 =9

24 x 82 *x 61 *x 16 * 9 = 123

f) Chiffrer m = 222.

22271 = 222
22272 = 131
22274 = 118
22278 = 92

222 x 131 * 92 = 40

g) Déchiffrer ¢ = 55.

55671 = 556
55672 = 61
5574 = 16
557°8 = 9
55716 = 81
55732 = 139

55 % 61 * 9 *x 81 * 139 = 139

3.7.6 Soit p =7 et ¢ = 23. On donne encore e = 5.

a) Calculer d, I'inverse de e modulo (p —1)- (¢ —1) =622 = 132.

[

w

N
I

1 % 132 + (0) * 5
5=0* 132+ (1) * 5

2 =1 % 132 + (-26) * 5
1 =-2% 132 + (83) * 5

b) Ecrire la clef privée correspondante :

(7;23;53)
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c) Ecrire la clef publique correspondante :
(161;5)
d) Chiffrer le « message » m = 111 en utilisant la formule

c=m° modn

sin=p-q.

11171 = 111
1112 = 85
1114 = 141

111 x 141 = 34

e) Retrouver le message a partir du chiffre ¢ en utilisant la formule

m=c* modn

341 = 34
34°2 = 29
34~4 = 36
348 = 8
3416 = 64
34°32 =71

34 * 36 * 64 x 71 = 111

f) Chiffrer m = 22.

2271 = 22
2272 =1
2274 =1

22 x 1 = 22

Le chiffre est identique au message. C’est une situation critique, a éviter.

g) Déchiffrer ¢ = 100.
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100°1 = 100
1002 = 18
10074 = 2
1008 = 4
100716 = 16
100732 = 95

100 * 2 x 16 * 95 = 32

3.7.7

a) Pour le professeur ¢(55) =40 et 27-3 = 81 = 1 (mod 40).

Pour le secrétariat ¢(33) =20 et 7-3 =21 =1 (mod 20).

b) Le professeur envoie m = 12 (mod 33). Or 12?2 = 12 (mod 33); donc m = 12
(mod 33).

¢) La note (23* (mod 55))" (mod 33) = 127 (mod 33) = 12.

3.7.8 La cryptographie est I’art de rendre inintelligible, de crypter, de coder, un message
pour ceux qui ne sont pas habilités & en prendre connaissance. Le chiffre, le code est le
procédé, 'algorithme, la fonction, qui permet de crypter un message.

La cryptanalyse est I’art pour une personne non habilitée, de décrypter, de décoder,
de déchiffrer, un message. C’est donc l’ensemble des procédés d’attaque d’un systéme
cryptographique.

La cryptologie est I’ensemble formé de la cryptographie et de la cryptanalyse.

3.7.9

a) Le message codé est ¢ = 153 (mod 187) = 9.

b) Ecrivons N = pg. Onadonc ¢(N) = (p—1)(¢g—1) =pg—p—q+1 = N—(p+q)+1,
etainsip+qg=N—p(N)+1=187—-160+ 1 = 28.

Les nombres p et q sont racines du polynéme

X2 —(p+q¢)X +pg=X — 28X + 187
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Le discriminant est 282 —4-187 = 36 et ainsi p = (28—6)/2 = 11 et ¢ = (2846)/2 =
17.

3.7.10 Puisque e; et ey sont premiers entre eux, il existe deux entiers u et v tels que

u-e; +v-ey = 1. Eve peut calculer u et v, et finalement retrouve le message en faisant

ver = mtatve =y (mod N)

3.7.11

# exemple
p=1093
q=1091

n=p*q

# algorithme

from math import sqrt

t=int (sqrt(n))

z=2

while int(sqrt(z)) !'= z:
t +=1

Z = t**x2-n

print (’p=’,t+sqrt(z))






Chapitre 4

Méthodes numériques

4.1 La bibliothéque matplotlib de Python : les fonctions
de base

4.1.1 Copier ces lignes dans une fenétre de Python et observer le résultat.

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

plt.plot([1,3,4],[2,1,6])
plt.show()

4.1.2 Copier ces lignes dans une fenétre de Python et observer le résultat.

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

np.linspace(-2, 2, 100)
2¥x**2+3%x-4

X

y

plt.plot(x,y)
plt.show()

4.1.3 Copier ces lignes dans une fenétre de Python et observer le résultat.

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
from math import *

abscisses = np.linspace(-4,4,100)
[cos(x)+3*sin(2*x) for x in abscisses]

ordonnées

plt.plot(abscisses,ordonnées)
plt.show()

99
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4.1.4 Copier ces lignes dans une fenétre de Python et observer le résultat.

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

X
y

np.linspace(-4,4,100)
np.cos(x)+3*np.sin(2*x)

plt.plot(x,y)
plt.show()

4.1.5 Copier ces lignes dans une fenétre de Python et observer le résultat.

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

x = np.linspace(-1,3,100)
y = -2xx+3

plt.plot(x,y)

y = xk*2 - 4xx + 4

plt.plot(x,y)
plt.show()

4.1.6 Copier ces lignes dans une fenétre de Python et observer le résultat.

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

x = np.linspace(-np.pi,np.pi,100)
for n in range(1,5):

y = np.cos(n*x)

plt.plot(x,y, label="n="+str(n))

plt.legend(loc="lower right")
plt.show()

4.1.7 Afficher la représentation graphique de la fonction f(z) = 23 + 322 — 9z + 1 pour
x entre —2 et 4.

4.1.8 Afficher la représentation graphique de la fonction f(z) = 3 cos(2x) — 2 sin(3 x)
pour x entre —m et .

l—nx
—1

pour n allant de —3 & 3. On se placera dans un repére allant de —2 a 4 pour les abscisses

et de —8 a 8 pour les ordonnées. On fera apparaitre aussi une légende en haut a gauche.

4.1.9 Afficher les représentations graphiques de la famille de fonctions f(x) =

4.1.10
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a) Tracer en vert la fonction qui & x associe log(x) pour z variant de 0.1 & 10 avec un
pas de 0.1. Utiliser la fonction np.log().

Ajouter les légendes et le titre appropriés.

b) Tracer en rouge la fonction qui a = associe y/z pour x variant de 0.1 & 10 avec un
pas de 0.1. Utiliser la fonction np.sqrt ().

Ajouter les légendes et le titre appropriés.

c) Selon vous quelle est la fonction qui croit le plus vite en +00? qui décroit le plus
vite en 07

Vérifier en superposant les 2 courbes.

d) Tracer plt.plot(x,np.exp(np.log(x))). Quelle est la forme de la courbe obte-
nue ? Pourquoi obtient-on cette forme ?

4.1.11 Tracer la spirale d’Archiméde donné par le systéme d’équations paramétriques.

{x(t) = t cos(t)
y(t) = tsin(t)

4.1.12 Tracer la courbe de la fonction f dans l'intervalle I ainsi que sa tangente au
point d’abscisse a.

a) f(x)=a2* T=[-1;3],a=1.
b) f(x)=¢*—32% I =[-1;5], a=4.
c) f(a:):sin(a:)—z, I=[-1;7],a=2.

4.2 Zéros de fonctions : méthode de la bissection

4.2.1 Soit la fonction f(z) = (z +2)(x + 1)(x — 1).
a) Représenter la fonction dans l'intervalle I = [0.1;2.4].

b) Ecrire les six premiers intervalles successifs obtenus par la méthode de la bissection
pour chercher les zéros de la fonction f(x) dans 'intervalle I.

4.2.2 Pour chacune des fonctions suivantes, faire trois itérations de la méthode de la
bissection a partir de l'intervalle indiqué pour trouver sa racine dans cet intervalle. Puis
déterminer le nombre d’itérations nécessaires pour obtenir une solution dont le chiffre des
milliemes est significatif.

a) f(z) =0.32% — 0.6 — 0.8 dans l'intervalle [2.8; 3].
b) f(x) =z’ + 2® — 1 dans lintervalle [0; 1].
¢) f(z) = (z cos(z))* — 2.3 dans l'intervalle [1.3;5.3].

4.2.3 On considére I’équation :
e —(z+5)=0

a) Déterminer le nombre et la position approximative des solutions positives de cette
équation.
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b) Utiliser l'algorithme de la bissection pour déterminer chacune de ces racines avec
une erreur absolue inférieure a 1077,

4.2.4 Montrer que chacune des fonctions f suivantes posséde un zéro unique. Calculer
ce zéro par 'algorithme de la bissection.

a) f(x)=23+10 d) f(z) =3z — cos(x)
b) f(x) =2° — 22+ 1002 — 2 e) f(x)=Inxz — cos(x)
¢) f(z) =z —1+ 3 sin(z) f) flx)=x+¢€"

4.2.5 Montrer que la fonction f = 242z —1 posséde un zéro dans l'intervalle I = [0; 1].
Calculer ce zéro par 'algorithme de la bissection.

4.2.6 Déterminer une valeur approchée a 107% prés des éventuels zéros de la fonction
flz)=a"+232° + 22" — 2
Calculer ce zéro par 'algorithme de la bissection.

4.2.7 Utiliser la méthode de la dichotomie pour obtenir une valeur approchée du nombre
/2 41074 prés.

4.2.8 Utiliser la méthode de la dichotomie pour obtenir une valeur approchée du nombre 7.

4.3 Zéros de fonctions : méthode de Newton

4.3.1 Soit la fonction
flx) =52+ 72 +32 -3

a) Calculer les coordonnées des points & tangente horizontale et du point d’inflexion.
Tracer le graphe de f dans l'intervalle [—1;2].

b) Calculer la valeur des premiers termes de la suite de Newton si ’on choisit I'estima-
tion initial zg = 1.

c¢) Calculer la valeur des premiers termes de la suite de Newton si 'on choisit I’estima-
tion initial zg = 2.

d) Déterminer 'unique zéro de f compris entre 1 et 2.

4.3.2 L’équation
" —322=0

posséde les solutions s; = —0.4589623 et so = 0.91 ainsi qu'une troisiéme solution sg
située pres de 4.
Utiliser la méthode de Newton pour déterminer s3 avec six décimales.

4.3.3 Trouver une estimation d'un zéro strictement positif des fonctions suivantes en
appliquant la méthode de Newton.
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2) f(e) =" =2 b) f(x) = sin(z) - 7

4.3.4 Soit la fonction
fx)=2>-22-5

a) Montrer que I'équation f(z) = 0 admet une unique solution « sur R. Montrer que
2<a<3.

b) A partir de ¢ = 1, déterminer le zéro de la fonction.

4.3.5 Donner une approximation de v/2 avec la méthode de Newton en partant du point
To — 2.

4.3.6 Une des difficultés de la méthode de Newton est de bien choisir zy de sorte que
I’on ne tombe pas sur un point ou la dérivée s’annule.

Utiliser l'algorithme de Newton avec la fonction f(z) = cos(z) en partant des points
d’abscisse 1, 0.5, 0.1 puis 0.01.

Commenter et expliquer la situation a I'aide d’un graphique.

4.4 Zéros de fonctions : méthode de la sécante

4.4.1 A Tl'aide de la méthode de la sécante, calculer la racine douziéme de 1.1 avec une
précision de 8 décimales.

4.4.2 Rechercher, en utilisant la méthode de la sécante, les solutions de I’équation
2 +1=3z
4.4.3 Calculer dans l'intervalle I = [0 ; 7] une approximation de la solution de I’équation
cos(x) = 2 sin(x)
4.4.4 Rechercher, en utilisant la méthode de la sécante, les solutions de I’équation

e ¥ = —In(x)

4.5 Un peu d’intégration numérique

4.5.1 Sans utiliser de bibliotheque autre que la bibliothéque mathématique standard
de python, écrire une fonction qui prend deux nombres réels a < b et un nombre entier
n en parameétres. Cette fonction doit renvoyer une liste de n + 1 valeurs réelles, notées
Zo,X1,...,T, telles que g = a, x, = b, tous les autres nombres étant uniformément
répartis dans l'intervalle [a, b].

L’instruction

print(listePoints(0, 2, 10))

fait afficher la liste
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(0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.0, 1.2, 1.4, 1.6, 1.8, 2]
a quelques erreurs d’arrondi prés.

4.5.2 Compléter le code de la fonction de l'exercice précédent en lui ajoutant un pa-
ramétre optionnel aleatoire=False. Par défaut, le comportement de la fonction est le
méme que celle de 'exercice précédent. Si le parameétre aleatoire prend la valeur True,
la fonction doit renvoyer une liste de n + 1 valeurs réelles, notées xg, x1,. .., z, telles que
Ty = a, T, = b, tous les autres nombres étant aléatoirement choisis dans U'intervalle [a, b].

L’instruction
print(listePoints(0, 2, 10)) # Valeur par défaut de aleatoire
fait afficher la liste

(0, 0.2, 0.4,

0.6000000000000001, 0.8, 1.0, 1.2, 1.4,
1.5999999999999999, 1.7999999999999998,
1.9999999999999998]

L’instruction
print(listePoints(0, 2, 10, True))
fait afficher la liste

[O )

0.06479694651588885, 0.28981342176727964, 0.3179007067671271,
0.4070274425545328, 1.015739468424949, 1.1182123677493638,
1.2618287932253878, 1.473438685747842, 1.519412756197574,
2]

Il faut noter que le résultat change a chaque fois que le programme tourne.

4.5.3 Créer une classe Fonction qui stocke dans un champ une fonction mathématique
f. Dans cette classe, créer une méthode dont le nom est listeValeurs qui prend une
liste de nombres en paramétre et qui renvoie la liste des valeurs prises par la fonction f
en chacun des points.

Importer le module math de python et vérifier que I'exécution des lignes
lp = listePoints(0, math.pi / 2, 10)
f = Fonction(math.sin)

for val in f.listeValeurs(lp):
print(val)

donne l'affichage suivant :
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.0
.15643446504023087
.3090169943749474
.45399049973954675
.5877852522924731
.7071067811865475
.8090169943749473
.8910065241883678
.9510565162951535
.9876883405951378
.0

P O O O O OO OO O o

4.5.4 Compléter la classe Fonction avec une méthode dont I'en-téte est
def sommeRect(self, a, b, n, aleatoire=False)

qui renvoie
— la liste des n points choisis dans Uintervalle [a, b];

— une liste de valeurs définies par I’expression

min(f(x;); f(zit1))

pour ¢ compris entre 0 et n — 1.

— Une approximation de

/ab f(z)dx

par une somme d’aires de rectangles, en sélectionnant a chaque itération le rectangle
« sous la courbe ».

— une liste de valeurs définies par I’expression

max(f(z;); f(ziy1))

pour ¢ compris entre 0 et n — 1.

— Une approximation de

/a b f(z)dx

par une somme d’aires de rectangles, en sélectionnant a chaque itération le rectangle
« en dessus de la courbe ».

La valeur par défaut du paramétre aleatoire donne un découpage régulier de 'intervalle
[a,b]. Sila valeur True est passée en paramétre, le découpage est aléatoire.

Faire calculer

2
/ (22% — 2%) dx
0

en découpant l'intervalle en 10 morceaux, uniformément ou aléatoirement.
Ecrire les instructions qui donnent ’affichage suivant lorsque le programme tourne:
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Intervalle découpé en 10 morceaux identiques :

1.0848000000000002
1.5552

Intervalle découpé aléatoirement en 10 morceaux (5 essais)

.8943893487419508
.7009476901969376

.8878935584553052
.770292543499321

.8352384010982953
.5033073760799847

.9881561937421527
.5762026218159841

.8617505588265767
.7164006543400632

R O ¥ 1k O ¥ B O ¥ B, O ¥ — O

4.5.5 A T'aide de la méthode sommeRect () de la classe Fonction, calculer une approxi-

mation de .
.2
/ e v dx
0.5

dont les 6 premiéres décimales sont correctes, en découpant Uintervalle [—0.5,1] en n
morceaux. Quelle est la plus petite valeur de n qui garantit ce résultat ?

4.5.6 Pour n € {10,100, 1000, 10000, 100000}, faire calculer une approximation de
2
1
/ —dx
1 x

a) Comparer les valeurs obtenues par les deux méthodes.

uniforme et aléatoire.

b) Comparer avec la valeur exacte obtenue par le calcul de la primitive.

Quelle conclusion en tirer ?

4.5.7 Compléter la classe Fonction avec une méthode dont I'en-téte est

def sommeTrap(self, a, b, n, aleatoire=False)

/a b f(z) do

a’aide d’'une somme d’aires de trapézes. La somme peut étre calculée de la fagon suivante:

qui renvoie une approximation de
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Pour tout ¢ compris entre 0 et n — 1, ’expression

(f(zi) + f(wig1))
2

(Tig1 — ) -
contribue & la somme totale.

4.5.8 A T'aide de la méthode sommeTrap() de la classe Fonction, calculer une approxi-

mation de )
.2
/ e dx
—0.5

dont les 6 premiéres décimales sont correctes, en découpant Uintervalle [—0.5,1] en n
morceaux. Quelle est la plus petite valeur de n qui garantit ce résultat ?

4.5.9 Compléter la classe Fonction avec une méthode dont l'en-téte est

def sommeSim(self, a, b, n, aleatoire=False)

/a b f(z) dx

<1 . ) . :
a I'aide d’'une somme d’aires, calculées de la fagon suivante

qui renvoie une approximation de

— L’intervalle [a, b] est découpé en n sous-intervalles, réguliérement ou non.

— On détermine pour chaque sous-intervalle I; = [z;, z;41] 'expression mathématique
de la parabole qui passe par les trois points (x;, f(x;)), (m, f(m)) et (i1, f(xir1))
ou m désigne le milieu de l'intervalle I;.

— On calcule ensuite la valeur exacte de l'intégrale de cette parabole sur l'intervalle
I;, qui contribue a la somme totale.

— Ce calcul ayant été fait pour tout ¢, on renvoie la somme qui donne ’approximation
de l'intégrale.
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4.6 Solutions des exercices

4.1.1 —

4.1.2 La fonction np.linspace(debut, fin, nombre) permet de créer une liste de N
nombres qui commencent a la valeur debut et s’arréte a la valeur fin et uniformément

répartis.
4.1.3 Tracé de y = cos(z) + 3 sin(2 x)
4.1.4 Tracé de y = cos(z) + 3 sin(2x)
415 —
416 —

4.1.7

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
def f(x):

return xx*3+3% (x**2) -9*x+1
x = np.linspace(-2,4,100)
plt.plot(x,f(x))
plt.grid(True)
plt.title("Exercice 5.1.7")
plt.xlabel(’x’)
plt.ylabel (’£(x)’)

plt.show()

4.1.8

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
import math

pi = math.pi
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def f(x):

return 3*np.cos(2*x)-2*np.sin(3*x)
x = np.linspace(-pi,pi,100)
plt.plot(x,f(x))
plt.grid(True)
plt.title("Exercice 5.1.8")
plt.xlabel(’x’)
plt.ylabel (’£(x)?)
plt.show()

4.1.9

Il faut faire attention & ne pas représenter la droite x = 1.

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
def f(x, n):
return (1-n*x)/(x-1)
x = np.linspace(-2,4,201)
for n in range(-3, 4):
1l ="'"n="+ str(n)
plt.plot(x,f(x, n), label=l)
plt.grid(True)
plt.title("Exercice 5.1.9")
plt.xlabel(’x’)
plt.ylabel (C£(x)’)
plt.x1lim(-2, 4)
plt.ylim(-8, 8)
plt.legend()

plt.show()

4.1.10

import matplotlib.pyplot as plt
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import numpy as np

x = np.linspace(0.1,10,100)
plt.plot(x,np.log(x),color="green",label="1log(x)")
plt.plot(x,np.sqrt(x),color="red",label="sqrt(x)")
plt.plot(x,np.exp(np.log(x)),color="blue")
plt.grid(True)

plt.title("Exercice 5.1.10")

plt.xlabel(’x’)

plt.ylabel (’£(x)’)

plt.legend()

plt.show()

On a @ = g,

4.1.11

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

t = np.linspace(0, 10 * np.pi, 300) # Spirale d’Archimede

X =t * np.cos(t)

y =t * np.sin(t)
plt.plot(x, y)

plt.show()

4.1.12

Par exemple :

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
def f(x):
return x*x
def df(x):
return 2*x

x = np.linspace(-1,3,100)
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y = df (D) *(x-1)+£(1)
plt.plot(x,f(x),color="green",label="x"2")
plt.plot(x,y,color="red",label="tangente")
plt.grid(True)

plt.title("Exercice 5.1.12")
plt.xlabel(’x’)

plt.ylabel (C£(x)’)

plt.legend ()

plt.show()

4.2.1
Ip=1[0.1;24]; I, = [0.1;1.25]; I = [0.675; 1.25] ; Iy = [0.9625 ; 1.25] ; Iy = [0.9625; 1.10625] ;
I5 = [0.9625 ; 1.034375]

4.2.2
a) 2.9;2.95; 2.925. Il faut au moins neuf itérations.
b) 0.5; 0.75; 0.875. Il faut au moins onze itérations.

c) 3.3; 2.3; 1.8. Il faut au moins treize itérations.

4.2.3

a) Si f(x) =e" — (z +5), alors f'(z) = " — 1 est positive pour z > 0 et donc f est
strictement croissante sur R™. Par conséquent, f ne croise I'axe des z qu’une seule

fois. Puisque f(0) = —4 et f(2) = 0.38, il y a une seule racine entre z = 0 et = = 2.

b) On obtient z = 1.9368473291 en 23 itérations a partir de U'intervalle [0;2].

4.2.4
a) —2.1544347 d) 0.3167508
b) 0.2718682 e) 1.302964
c) 0.6840367 f) —0.5671433
4.2.5

x = 0.4533976515
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4.2.6
x = 0.595471

4.2.7 —
4.2.8 —

4.3.1
a) minimum : (—0.18; —3.28), maximum : (1.11;2.12), point d’inflexion : (0.47 ; —0.58)
b) 0,1,0,1,0,1,0, ..
c) 1.6896552, 1.5618930, 1.5372456, 1.5363390, 1.5363378

d) 1.5363378

4.3.2
s3 = 3.733079

433
a) 1.259921050

b) 2.474576794

4.3.4
a) A partir du tableau des variations de f

b) 2.0945514815
435 —
436 —

4.4.1
r=1,00796779

4.4.2
r1 = —1.8793852416, xo = 0.3472963553 et x3 = 1.5320888862
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4.4.3
x = 0.4636476092

4.4.4
x = 0.5671432873

4.5.1

def listePoints(a, b, n):

if a > b:
a, b =">», a
1p = [al

delta = (b - a) / n

for i in range(n):
a = a + delta
1p.append(a)

return 1lp

4.5.2

import random

def listePoints(a, b, n, aleatoire=False):

if a > b:
a, b=">0, a
1lp = [al

if not aleatoire:
delta = (b - a) / n
for i in range(n):
a = a + delta
1p.append(a)
else:
for i in range(n - 1):

x =a+ (b - a) * random.random()
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1p.append(x)
1p.append(b)
lp.sort()

return 1p

4.5.3

import math

import random

def listePoints(a, b, n, aleatoire=False):

if a > b:
a, b=">0, a
1lp = [al

if not aleatoire:
delta = (b - a) / n
for i in range(n):
a = a + delta
1p.append(a)
else:
for i in range(n - 1):
x = a+ (b - a) * random.random()
1p.append(x)
1p.append(b)
1p.sort()

return lp

class Fonction(object):
def __init__(self, f):

self.f = £
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def listeValeurs(self, 1lp):
v = []
for x in 1p:
1v.append(self.f(x))

return 1lv

if __name__ == "__main__":
lp = listePoints(0, math.pi / 2, 10)
f = Fonction(math.sin)
for val in f.listeValeurs(lp):

print(val)

4.5.4

import math

import random

def listePoints(a, b, n, aleatoire=False):

if a > b:
a, b =">», a
1p = [a]

if not aleatoire:
delta = (b - a) / n
for i in range(n):
a = a + delta
1p.append(a)
else:
for i in range(n - 1):
x = a+ (b - a) * random.random()

1p.append(x)
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1p.append(b)
lp.sort()

return 1lp

class Fonction(object):
def __init__(self, f):

self.f = £

def listeValeurs(self, 1lp):
v = []
for x in 1p:
lv.append(self.f(x))

return 1lv

def sommeRect(self, a, b, n, aleatoire=False):
lp = listePoints(a, b, n, aleatoire)
sSup, sInf = 0.0, 0.0

(]

(]

for i in range(n):

1vSup

1lvInf

delta = 1p[i + 1] - 1pli]

valeurs = self.f(1p[i]), self.f(lpl[i + 1]1)

v_inf = min(valeurs)
1vInf.append(v_inf)

sInf += v_inf * delta

v_sup = max(valeurs)
1vSup.append (v_sup)

sSup += v_sup * delta



OS Mathématiques 77

if

return lp, lvSup, sSup, lvInf, sInf

__name__ == "__main__":

g = Fonction(lambda x : 2 * x*%2 - x*%3)
1lp, lvSup, sSup, lvInf, sInf = g.sommeRect(0.0, 2.0, 10)
print("Intervalle découpé en 10 morceaux identiques : ")
print ()
print(sInf)
print (sSup)
print ()
print("Intervalle découpé aléatoirement en 10 morceaux (5 essais)")
print ()
for i in range(5):
lp, 1lvSup, sSup, lvInf, sInf = g.sommeRect(0.0, 2.0, 10, True)
# print(lv)
print (sInf)
print (sSup)

print ( n *n)

4.5.5

if

__name__ == "__main__":

h = Fonction(lambda x : math.ex*(-x*%*2))

n = 100

lp, 1vSup, sSup, lvInf, sInf = h.sommeRect(-0.5, 1.0, n)
print("Intervalle découpé en {} morceaux identiques : ".format(n))
print ()

print (sInf)

print (sSup)

print ()

while sSup - sInf > 0.000001:
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n x= 10
lp, 1lvSup, sSup, lvInf, sInf = h.sommeRect(-0.5, 1.0, n)
print (sSup)
print (sInf)
print(n)
print("Valeur donnée par le site Wolfram Alpha")

print("1.2081051392252194741551703728723061084382587757768974")

== "__main__":

if __name_
aire = 0.693147180559836
g = Fonction(lambda x : 1 / x)
nombres = [10, 100, 1000, 10000, 100000]
for n in nombres:
lp, 1lvSup, sSup, lvInf, sInf = g.sommeRect(1.0, 2.0, n)
lpa, lvSupa, sSupa, lvInfa, sInfa = g.sommeRect(1.0, 2.0, n, True)
print(sInf, sInfa, sSup, sSupa)
print(5 * "x")
lpa, lvSupa, sSupa, lvInfa, sInfa = g.sommeRect(1.0, 2.0, n, True)
print(5 * "x")

print(aire)

def sommeTrap(self, a, b, n, aleatoire=False):
lp = listePoints(a, b, n, aleatoire)
s = 0.0
v = []
for i in range(n):
delta = 1p[i + 1] - 1p[i]
valeur = (self.f(lp[i]) + self.f(1p[i + 1])) * 0.5

lv.append(valeur)

s += delta * valeur
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return 1lp, lv, s

4.5.6 4.5.7 4.5.8

if __name_

h
n = 100
1p_1, 1v_1, s_1
n *= 10
1p_2, 1v_2, s_2

while abs(s_2 -

S

== "__main__":

Fonction(lambda x : math.exx(-x**2))

h.sommeTrap(-0.5, 1.0, n)

h.sommeTrap(-0.5, 1.0, n)
_1) > 0.000001:

lp_1, 1v_1, s_1 = h.sommeTrap(-0.5, 1.0, n)

n *x= 10

lp_2, 1v_2, s_2 = h.sommeTrap(-0.5, 1.0, n)

print(s_2)

print(n)

print("Valeur donnée par le site Wolfram Alpha")

print("1.2081051392252194741551703728723061084382587757768974")

# Deux fonctions auxiliaires

def coeffParaboleParTroisPoints(x_1, y_1, x_2, y_2, x_3, y_3):

a

b

c=y_1 -a*xx_1%%2 - b *x x_1

return a, b, c

def primPara(a, b, c):

return lambda x:

1/3 * a * x**x3 + 1/2 % b * x*%*2 + c * X

# Méthode de la classe Fonction

def sommeSim(self, a, b, n, aleatoire=False):

lp = listePoints(a, b, n, aleatoire)

s = 0.0

((y3 - y_1)/(x3 - x_1) - (y.2 - y_1D/(x_2 - x_1)) / (x_3 - x_2)
—a ok (x_2 + x 1)+ (y_2 - y_1)/(x_2 - x_1)
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for i in range(n):

x_3 = 1p[i + 1]

y_3 = self.f(x_3)

x_2 = (Ip[i + 1] + 1p[i]) / 2
y_2 = self.f(x_2)

x_1 = 1p[i]

y_1 = self.f(x_1)
a, b, ¢ = coeffParaboleParTroisPoints(x_1, y_1, x_2, y_2, x_3, y_3)
F = primPara(a, b, c)

s += F(x_3) - F(x_1)

return lp, s



	Sommes et récurrence
	Sommes
	Récurrence
	Solutions des exercices

	Suites de nombres réels
	Exemples d'introduction
	Suites dans R
	Suites arithmétiques et géométriques
	Solutions des exercices

	Cryptographie asymétrique
	Plus grand diviseur commun et plus petit multiple commun
	Algorithme d'Euclide
	Algorithme d'Euclide étendu
	Exponentiation modulaire
	Théorèmes de Fermat et d'Euler
	Factoriser un nombre entier
	RSA
	Solutions des exercices

	Méthodes numériques
	La bibliothèque matplotlib de Python : les fonctions de base
	Zéros de fonctions : méthode de la bissection
	Zéros de fonctions : méthode de Newton
	Zéros de fonctions : méthode de la sécante
	Un peu d'intégration numérique
	Solutions des exercices


